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OD WYDAWCY

Tablice matematyka prezentuj¹ najwa¿niejsze wzory, definicje, twierdzenia, rysunki z ma-
tematyki. To jedyna pozycja na rynku, która zawiera tak kompleksowy zestaw wiadomoœci. 

Tablice zosta³y przygotowane z myœl¹ o tych, którzy szukaj¹ kompendium wiedzy po-
trzebnej w szkole, bez koniecznoœci odnajdywania informacji w kilku ró¿nych ksi¹¿kach. 

Dziêki tabelom i zestawieniom wiadomoœci s¹ podane w taki sposób, by ³atwo mo¿na
by³o je odnaleŸæ i zapamiêtaæ. 

Tablice fizyka zbieraj¹ najwa¿niejsze informacje fizyki i astronomii zaprezentowane w for-
mie wygodnych i przejrzystych tabel.

Materia³ zawarty w Tablicach dobrany jest trafnie, ksi¹¿ka zawiera wszystko to, co jest nie-
zbêdne w szkole oraz podczas samodzielnej nauki w domu. Uporz¹dkowane zestawienia
znacznie u³atwiaj¹ zapamiêtywanie. 

Serdecznie polecamy!
Wydawnictwo GREG
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ALFABET GRECKI, WYBRANE STA£E, NAZWY LICZB

NAZWY LICZB

Przedrostki Oznaczenie Potêgi liczby 10 Nazwa liczby

piko p 10–12 = 0,000 000 000 001 bilionowa

nano n 10–9 = 0,000 000 001 miliardowa

mikro µ 10–6 = 0,000 001 milionowa

mili m 10–3 = 0,001 tysiêczna

centy c 10–2 = 0,01 setna

decy d 10–1 = 0,1 dziesi¹ta

deka da 101 = 10 dziesiêæ

hekto h 102 = 100 sto

kilo k 103 = 1000 tysi¹c

mega M 106 = 1000 000 milion

giga G 109 = 1000 000 000 miliard

tera T 1012 = 1000 000 000 000 bilion

peta P 1015 = 1000 000 000 000 000 biliard

eksa E 1018 = 1000 0003 trylion

1024 = 1000 0004 kwadrylion

1030 = 1000 0005 kwintylion

1060 = 1000 00010 decylion

WYBRANE STA£E

π ≈ 3,14159 "7 ≈ 2,64575

e ≈ 2,71828 1

2
=

2

2
0,70711≈

"2 ≈ 1,41421
1

3
=

3

3
0,57735≈

"3 ≈ 1,73205 1 radian ≈ 57° 17'

"5 ≈ 2,23607 ϕ = +1 5

2

ALFABET GRECKI

Α α alfa Ν ν ni
Β β beta Ξ ξ ksi
Γ γ gamma Ο ο omikron
Δ δ delta Π π pi
Ε ε epsilon Ρ ρ ro
Ζ ζ dzeta Σ σ sigma
Η η eta Τ τ tau
Θ θ teta Υ υ ypsilon
Ι ι jota Φ φ fi
Κ κ kappa Χ χ chi
Λ λ lambda Ψ ψ psi
Μ μ mi Ω ω omega

Alfabet grecki... 11

jotta Y

Ν ν ni
Ξ ξ ksi
Ο ο omikron
Π π pi
Ρ ρ ro
Σ σ sigma
Τ τ tau
Υ υ ypsilon
Φ φ fi
Χ χ chi
Ψ ψ psi
Ω ω omega

ksi (lub Xi)

π ≈ 3,14159 "7 ≈ 2,64575

e ≈ 2,71828 1

2
=

2

2
0,70711≈

"2 ≈ 1,41421
1

3
=

3

3
0,57735≈

"3 ≈ 1,73205 1 radian ≈ 57° 17'

"5 ≈ 2,23607 ϕ = +1 5

2

e ≈ 2,71828 1

2
=

2

2
0,70711≈

"2 ≈ 1,41421
1

3
=

3

3
0,57735≈

"3 ≈ 1,73205 1 radian ≈ 57° 17'

"5 ≈ 2,23607 ϕ = +1 5

2

"3 ≈ 1,73205 1 radian ≈ 57° 17'

"5 ≈ 2,23607 ϕ = +1 5

2

e ≈ 2,71828

π ≈ 3,14159

(Liczba Eulera)

*	według najnowszych danych
30

ϕ = +1 5

2
(Złota liczba lub 
liczba Fi)



POSTACI TRÓJMIANU KWADRATOWEGO

WZORY VIÈTE'A

Je¿eli liczby x1 i x2 s¹ pierwiastkami trójmianu kwadratowego y = ax2 + bx + c, a ≠ 0;
to

Wzory Viète'a s¹ wykorzystywane g³ównie do obliczania wartoœci wyra¿eñ zawieraj¹cych
pierwiastki trójmianu, bez obliczania tych pierwiastków, i badania znaków pierwiastków
trójmianu kwadratowego.

x x b
a

x x c
a1 2 1 2+ = − ⋅ =, .

POSTACI TRÓJMIANU KWADRATOWEGO

– ogólna y = ax2 + bx + c, a ≠ 0 i b, c ∈ R (0, c) – punkt przeciêcia z osi¹ OY

– kanoniczna y x
b

a a
a x= +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

− ≠ ∈
2 4

0
2 Δ

, i R − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

b

a a2 4
,

Δ

wspó³rzêdne wierzcho³ka paraboli

– iloczynowa

a(x – x1)(x – x2), a ≠ 0 i x ∈ R Δ > 0

a(x – x0)
2 Δ = 0

brak Δ < 0

Postaci trójmianu kwadratowego30

3) Równanie tg x = a
Korzystamy z wykresu funkcji y = tg x. Okre-
sem podstawowym funkcji tangens jest licz-
ba π, zatem równanie tg x = a wystarczy roz-
wi¹zaæ w dowolnym przedziale o d³ugoœci π.

Ka¿de równanie tg x = a, a ∈ R ma w prze-
dziale o d³ugoœci π jedno rozwi¹zanie.

W zbiorze 

tg x = a
tg x = tg x0
x = x0 + kπ, k ∈ C.

R C\ ; :
π π
2

+ ∈⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

k k

4) Równanie ctg x = a
Korzystamy z wykresu funkcji y = ctg x.
Okresem podstawowym funkcji cotangens
jest liczba π; rozwi¹zujemy równanie ctg x = a
w dowolnym przedziale o d³ugoœci π.

Ka¿de równanie ctg x = a, a ∈ R, ma w prze-
dziale o d³ugoœci π jedno rozwi¹zanie. 
W zbiorze R \ {kπ; k ∈ C}:

ctg x = a
ctg x = ctg x0
x = x0 + kπ, k ∈ C.

0

y

x�

2

x
0

y = a

�



WIELOMIANY

DZIA£ANIA NA WIELOMIANACH

Dodawanie wielomianów. Sum¹ wielomianów W(x) i P(x), gdzie W(x) = anx
n + an–1x

n–1

+ ...+ a1x + a0, an ≠ 0; P(x) = bkx
k + bk–1x

k–1 + ...+ b1x + b0, bk ≠ 0; n, k ∈ N, n ≥ k,
nazywamy wielomian W(x) + P(x) = anx

n +...+ ak+1x
k+1 + (ak + bk)x

k + (ak–1 +bk–1)x
k–1 +

...+ (a1+ b1)x + a0+ b0.
Czyli, aby dodaæ dwa wielomiany tej samej zmiennej, dodajemy ich wyrazy podobne.
Stopieñ sumy wielomianów jest nie wiêkszy od stopnia tego sk³adnika, którego stopieñ jest
najwy¿szy, lub suma wielomianów jest wielomianem zerowym.

Odejmowanie wielomianów. Ró¿nic¹ wielomianów W(x) i P(x) nazywamy taki wielomian
Q(x), ¿e P(x) + Q(x) = W(x).

Iloczynem wielomianu W(x) przez wielomian P(x) nazywamy taki wielomian, który jest su-
m¹ wszystkich iloczynów wyrazów jednego wielomianu przez wyrazy drugiego wielomianu.

INNE SPOSOBY PRZEDSTAWIENIA WIELOMIANU

postaæ Hornera W(x) = (...((anx + an–1)x + an–2)x + ...)x + a1)x + a0

postaæ czynnikowa W(x) = a(x – x1) ... (x – xk) ... (x
2 + b1x + c1) ... (x

2 + bpx + cp)

Wielomianem stopnia n jednej zmiennej rzeczywistej x nazywamy funkcjê postaci 
W(x) = anx

n + an–1x
n–1 + ...+ a2x 2 + a1x + a0,  gdzie a0, a1, a2, ..., an–1, an ∈ R; an ≠ 0. Licz-

by a0, a1, a2, ..., an nazywamy wspó³czynnikami wielomianu. Liczbê k nazywamy wskaŸni-
kiem wspó³czynnika ak. Liczbê n nazywamy stopniem wielomianu W.
Wielomian W(x) = 0 nazywamy wielomianem zerowym. Wielomian zerowy nie ma okre-
œlonego stopnia.
Dwa wielomiany s¹ równe wtedy i tylko wtedy, gdy s¹ tego samego stopnia i maj¹ równe
wspó³czynniki przy odpowiednich potêgach zmiennej. Zatem jeœli: 
W(x) = anx

n + an–1x
n–1 + ...+ a1x + a0, an ≠ 0;

P(x) = bkx
k + bk–1x

k–1 + ...+ b1x + b0, bk ≠ 0;
to W(x) = P(x) ⇔ n = k ∧ an = bk ∧ an–1 = bk–1 ∧ ... ∧ a0 = b0

x∈R

∧

Jednomianem stopnia n jednej zmiennej rzeczywistej x nazywamy funkcjê postaci 
W(x) = axn, gdzie n ∈ N, a ≠ 0.
Jednomiany tego samego stopnia tej samej zmiennej nazywamy podobnymi.
Suma jednomianów podobnych jest jednomianem do nich podobnym.

Pierwiastkiem wielomianu W(x) = anx
n + an–1x

n–1 + ...+ a1x + a0, an ≠ 0 nazywamy
jego miejsce zerowe, tzn. tak¹ liczbê rzeczywist¹ r, ¿e W (r) = 0.

Wielomiany 31



CI¥G ARYTMETYCZNY I GEOMETRYCZNY

Ci¹g arytmetyczny i geometryczny48

CI¥G ARYTMETYCZNY I GEOMETRYCZNY

Ci¹g arytmetyczny – ci¹g liczbowy, w którym ka¿dy wyraz, oprócz pierwszego, powstaje
przez dodanie do poprzedniego wyrazu tej samej liczby r. Liczbê r mazywamy ró¿nic¹ ci¹gu  
arytmetycznego.
Ci¹g (an) jest ci¹giem arytmetycznym ⇔ r ∈ R n ∈ N an+1 = an + r. 
Jeœli ró¿nica r jest liczb¹ dodatni¹, to ci¹g arytmetyczny jest ci¹giem rosn¹cym; jeœli r jest
liczb¹ ujemn¹, ci¹g arytmetyczny jest ci¹giem malej¹cym; natomiast jeœli r = 0, to ci¹g aryt-
metyczny jest ci¹giem sta³ym. 
Dla ci¹gu arytmetycznego o pierwszym wyrazie a1 i ró¿nicy r, wzór ogólny ma postaæ
an = a1 + (n – 1)r, n ∈ N.
Je¿eli (an) jest ci¹giem arytmetycznym, to ka¿dy wyraz z wyj¹tkiem pierwszego i ostatniego
(jeœli ci¹g jest skoñczony) jest œredni¹ arytmetyczn¹ wyrazów z nim s¹siaduj¹cych:

Suma n pocz¹tkowych, kolejnych wyrazów ci¹gu arytmetycznego wyra¿a siê wzorem:

n ∈ N

Ci¹g geometryczny – ci¹g liczbowy, w którym ka¿dy wyraz, oprócz pierwszego, powsta-
je przez pomno¿enie wyrazu poprzedniego przez tê sam¹ liczbê q. Liczbê q nazywamy ilo-
razem ci¹gu geometrycznego.
Ci¹g (an) jest ci¹giem geometrycznym ⇔ q ∈ R n ∈ N an+1 = an · q. 
Dla ci¹gu geometrycznego o pierwszym wyrazie a1 i ilorazie q, wzór ogólny ma postaæ:
an = a1 · qn–1, n ∈ N.
Je¿eli (an) jest ci¹giem geometrycznym o wyrazach dodatnich, to dla n ≥ 2 wyraz n-ty jest
œredni¹ geometryczn¹ wyrazów z nim s¹siaduj¹cych: .
Suma n pocz¹tkowych, kolejnych wyrazów ci¹gu geometrycznego wyra¿a siê wzorem:

dla q ≠ 1 n ∈ N 

dla q = 1 n ∈ N  Sn = n · a1.

Szereg geometryczny
Nieskoñczony ci¹g (Sn) taki, ¿e: 

nazywamy szeregiem geometrycznym (ci¹giem sum czêœciowych ci¹gu geometrycznego).
Jeœli szereg geometryczny (ci¹g sum czêœciowych ci¹gu geometrycznego) jest zbie¿ny, to je-
go granicê nazywamy sum¹ szeregu geometrycznego (sum¹ nieskoñczonego ci¹gu geo-
metrycznego) i oznaczamy przez S, czyli 

Je¿eli |q| < 1, to szereg geometryczny (Sn) jest zbie¿ny i .lim
n

nS S
a

q→
= = −

1

1

lim .
n

nS S
→

=

S a
S a a q
S a a q a q

S a a q a q a qn
n

1 1

2 1 1

3 1 1 1
2

1 1 1
2

1
1

=
= +
= + +

= + + + + −

,
,

,

...
#

#

∧
S a

q
qn

n

= ⋅ −
−1

1
1

∧

a a an n n= ⋅− +1 1

∧∨

S
a a

n
a n r

nn = + ⋅ = + − ⋅1 2 1

2
2 1

2
( )

.∧

a
a a

n
n n= +− +1 1

2

∧∨

= an



ŒREDNIE
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ŒREDNIE

Œrednia arytmetyczna – SA liczb rzeczywistych a1, a2, ..., an wyra¿a siê wzorem:

S
a a a

nA
n= + + +1 2 ...

Œrednia geometryczna – SG nieujemnych liczb rzeczywistych a1, a2, ..., an wyra¿a siê wzorem:
S a a aG n

n= ⋅ ⋅ ⋅1 2 ...

Œrednia kwadratowa – SK liczb rzeczywistych a1, a2, ..., an wyra¿a siê wzorem:

S
a a a

nK
n= + + +1

2
2
2 2...

Œrednia harmoniczna – SH dodatnich liczb rzeczywistych a1, a2, ..., an wyra¿a siê wzorem:
S n

a a a
H

n

=
+ + +1 1 1

1 2

...

Dla tego samego zestawu liczb dodatnich zachodzi zale¿noœæ SH ≤ SG ≤ SA ≤ SK

Œrednia wa¿ona – SW liczb rzeczywistych a1, a2, ..., an wyra¿a siê wzorem:

gdzie p1, p2, ..., pn to dodatnie wagi przypisane odpowiednio liczbom a1, a2, ..., an. W przy-
padku, gdy p1 = p2 = ... = pn = 1, œrednia wa¿ona jest równa œredniej arytmetycznej.

S
a p a p a p

p p pW
n n

n

= + + +
+ + +

1 1 2 2

1 2

...
...

GRANICA CI¥GU

Granica ci¹gu liczbowego (limes)
Mówimy, ¿e granic¹ ci¹gu (an) przy n d¹¿¹cym do nieskoñczonoœci jest liczba g
(ci¹g (an) jest zbie¿ny do liczby g) wtedy, gdy do ka¿dego otoczenia liczby g nale¿¹ prawie
wszystkie wyrazy ci¹gu (an). Zapisujemy lub an

n→∞→ g. Liczbê g ∈ R nazywamy
granic¹ w³aœciw¹.

⇔ ε >0 n0 n >n0
|an – g| < ε.

Je¿eli to prawdziwe s¹ nastêpuj¹ce twierdzenia:

– granica sumy dwóch ci¹gów jest równa sumie granic tych ci¹gów,

– granica ró¿nicy dwóch ci¹gów jest równa ró¿nicy granic tych ci¹gów,

– granica iloczynu dwóch ci¹gów jest równa iloczynowi granic tych ci¹gów,

– granica ilorazu dwóch ci¹gów jest równa ilorazowi granic tych ci¹gów (przy
dodatkowych za³o¿eniach bn ≠ 0 dla wszystkich n ∈ N oraz b ≠ 0).

lim
n

n

n

a
b

a
b→

=

lim( )
n

n na b a b
→

⋅ = ⋅

lim( )
n

n na b a b
→

− = −

lim( )
n

n na b a b
→

+ = +

lim lim , , ,
n

n
n

na a i b b a b
→ →

= = ∈  R

∧∨∧lim
n

na g
→

=

lim
n

na g
→

=



KLASYFIKACJA WIELOK¥TÓW
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Deltoid – czworok¹t wypuk³y b¹dŸ wklês³y,
który ma dwie pary boków jednakowej d³u-
goœci. K¹ty zawarte miêdzy bokami nierów-
nymi s¹ równe. Przek¹tne deltoidu (ewentual-
nie ich przed³u¿enia) przecinaj¹ siê pod ka-
tem prostym. Deltoid ma co najmniej jedn¹
oœ symetrii.

– pole: P = !d · c, gdzie c, d – d³ugoœci
przek¹tnych deltoidu

KLASYFIKACJA WIELOK¥TÓW

Wielok¹t – czêœæ p³aszczyzny ograniczona zwyk³¹
³aman¹ zamkniêt¹, ³¹cznie z t¹ ³aman¹. Boki ³ama-
nej nazywamy bokami wielok¹ta, natomiast jej
wierzcho³ki – wierzcho³kami tego wielok¹ta.
W ka¿dym wielok¹cie iloœæ boków oraz wierzcho³-
ków, a co za tym idzie k¹tów jest taka sama. Su-
mê d³ugoœci wszystkich boków nazywamy obwo-
dem danego wielok¹ta.
Wielok¹t nazywamy wypuk³ym, jeœli ka¿de dwa je-
go punkty mo¿na po³¹czyæ odcinkiem ca³kowicie
zawartym w tym wielok¹cie. Wielok¹t, który nie
jest wypuk³y nazywamy wklês³ym.
Ka¿dy odcinek ³¹cz¹cy wierzcho³ki wielok¹ta i nie
bêd¹cy jego bokiem nazywamy przek¹tn¹ wielok¹-
ta. W wielok¹cie o n bokach mo¿na poprowadziæ

przek¹tnych.

W wielok¹cie wypuk³ym wszystkie przek¹tne le¿¹
w jego wnêtrzu, natomiast w wielok¹cie wklês³ym
niektóre z nich le¿¹ poza wielok¹tem.

n n( )− 3
2

Suma miar k¹tów wewnêtrznych do-
wolnego n-k¹ta wyra¿a siê wzorem 
(n – 2)180°.

K¹tem wewnêtrznym wielok¹ta na-
zywamy ka¿dy k¹t wyznaczony przez
dwa boki o wspólnym wierzcho³ku.
K¹tem zewnêtrznym wielok¹ta wy-
puk³ego (tylko dla takich wielok¹tów
pojêcie to ma sens) nazywamy ka¿dy
z dwóch k¹tów przyleg³ych do k¹ta
wewnêtrznego tego wielok¹ta.

Wielok¹t foremny – wielok¹t wypuk³y, którego wszystkie boki s¹ tej samej d³ugoœci, a k¹-
ty jednakowej miary. Wielok¹tami foremnymi s¹ np. trójk¹t równoboczny, kwadrat, piêcio-
k¹t foremny, szeœciok¹t foremny. Symetralne boków oraz proste zawieraj¹ce dwusieczne k¹-
tów s¹ osiami symetrii wielok¹tów foremnych. Przecinaj¹ siê one w jednym punkcie, któ-
ry jest œrodkiem zarówno okrêgu opisanego, jak i wpisanego w dany wielok¹t. Ka¿de dwa
wielok¹ty foremne o tej samej liczbie boków s¹ do siebie podobne. Wielu matematyków
do grupy wielok¹tów foremnych zalicza tzw. wielok¹ty gwiaŸdziste – wielok¹ty wklês³e
o bokach równych, w których ka¿dy kolejny bok nachylony jest do poprzedniego pod
tym samym k¹tem i w tym samym kierunku.



a – d³ugoœæ boku wielok¹ta
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OKR¥G

Okr¹g – krzywa p³aska, bêd¹ca zbiorem punktów
p³aszczyzny jednakowo oddalonych od ustalonego
punktu S, zwanego œrodkiem okrêgu. Odcinek ³¹cz¹cy
œrodek z dowolnym jego punktem nazywamy promie-
niem tego okrêgu. Okr¹g o œrodku S i promieniu r
oznaczamy o(S, r).
Odcinek ³¹cz¹cy dwa dowolne punktu okrêgu nazywa-
my ciêciw¹. Ciêciwê, która zawiera œrodek okrêgu na-
zywamy œrednic¹. Œrednica jest najd³u¿sz¹ z wszyst-
kich ciêciw okrêgu.
W ka¿dym punkcie okrêgu mo¿na poprowadziæ tylko
jedn¹ prost¹ styczn¹ – jest ona prostopad³a do promienia
³¹cz¹cego punkt stycznoœci ze œrodkiem danego okrêgu. 

Jeœli okr¹g o promieniu r umieœci-
my w kartezjañskim uk³adzie
wspó³rzêdnych w taki sposób, ¿e
jego œrodek S bêdzie mia³ wspó³-
rzêdne S(a, b) to okr¹g ten mo¿na
opisaæ równaniem 
(x – a)2 + ( y – b)2 = r 2

WZAJEMNE PO£O¯ENIE PROSTEJ I OKRÊGU

d – odleg³oœæ œrodka okrêgu o(S, r) od prostej l; r > 0;
d ≥ 0. 
Prosta l jest zewnêtrzna wtedy, gdy d > r (prosta
i okr¹g nie maj¹ punktów wspólnych).

Prosta l jest styczna do okrêgu wtedy, gdy d = r (pro-
sta i okr¹g maj¹ jeden punkt wspólny).
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RACHUNEK PRAWDOPODOBIEÑSTWA (PROBABILISTYKA)

Dzia³ matematyki zajmuj¹cy siê badaniem modeli zjawisk losowych i praw rz¹dz¹cych nimi.
W ramach tej nauki formu³owane s¹ równie¿ prawid³owoœci dotycz¹ce mo¿liwoœci zakoñcze-
nia doœwiadczenia losowego okreœlonym wynikiem. Podstawowymi pojêciami rachunku
prawdopodobieñstwa s¹: przestrzeñ zdarzeñ elementarnych z jej elementami, doœwiadczenie
oraz zdarzenie losowe, jak równie¿ prawdopodobieñstwo zajœcia okreœlonego zdarzenia.

KLASYCZNA DEFINICJA PRAWDOPODOBIEÑSTWA

Je¿eli przestrzeñ zdarzeñ Ω sk³ada siê z N jednakowo prawdopodobnych zdarzeñ elemen-
tarnych i wœród nich jest n zdarzeñ sprzyjaj¹cych zajœciu zdarzenia A, to liczbê P(A) = n—Nnazywamy prawdopodobieñstwem zajœcia zdarzenia A.

AKSJOMATYCZNA DEFINICJA PRAWDOPODOBIEÑSTWA

Je¿eli ka¿demu zdarzeniu losowemu A przyporz¹dkowano liczbê rzeczywist¹ P(A), zwan¹
prawdopodobieñstwem zdarzenia A, w taki sposób, aby spe³nione by³y nastêpuj¹ce warunki:
– 0 ≤ P(A) ≤ 1
– prawdopodobieñstwo zdarzenia pewnego jest równe 1: P(Ω) = 1
– prawdopodobieñstwo sumy dwóch zdarzeñ wykluczaj¹cych siê jest równe sumie praw-

dopodobieñstw tych zdarzeñ P(A ∪ B) = P(A) + P(B)
to okreœlon¹ w ten sposób funkcjê P nazywamy prawdopodobieñstwem.

W³asnoœci prawdopodobieñstwa
– je¿eli zdarzenia A1, ..., An wykluczaj¹ siê parami, to prawdopodobieñstwo sumy tych zda-

rzeñ jest równe sumie ich prawdopodobieñstw
P(A1 ∪ ... ∪ An) = P(A1) + ... + P(An)

– prawdopodobieñstwo zdarzenia niemo¿liwego jest równe zero P(∅) = 0
– je¿eli zdarzenie A poci¹ga zdarzenie B, to zachodz¹ nastêpuj¹ce zwi¹zki

P(A) ≤ P(B)
P(B\A) = P(B) – P(A)

– prawdopodobieñstwo sumy dwóch zdarzeñ jest równe sumie prawdopodobieñstw tych
zdarzeñ pomniejszonej o prawdopodobieñstwo ich iloczynu
P(A ∪ B) = P(A) + P(B) – P(A ∩ B)

– prawdopodobieñstwo zdarzenia A równa siê ró¿nicy liczby 1 i prawdopodobieñstwa
zdarzenia przeciwnego do A
P(A) = 1 – P(A ').

Prawdopodobieñstwo ca³kowite – je¿eli zdarzenia B1, B2, B3, ..., Bn o dodatnich praw-
dopodobieñstwach wykluczaj¹ siê wzajemnie, a ich suma jest zdarzeniem pewnym, wów-
czas dla dowolnego zdarzenia A zachodzi wzór:
P(A) = P(A|B1) · P(B1) + P(A|B2) · P(B2) + ... + P(A|Bn) · P(Bn)
zwany wzorem na prawdopodobieñstwo ca³kowite (zupe³ne).

Kombinacja – ka¿dy k-elementowy podzbiór zbioru n-elementowego, gdzie k, n ∈ N i k ≤ n.

Liczbê wszystkich takich kombinacji okreœla wzór C n
k n kn

k = −
!

!( ) !
.
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Prawdopodobieñstwo geometryczne –
prawdopodobieñstwo wyliczane zgodnie
z klasyczn¹ definicj¹ prawdopodobieñstwa,
przy czym iloœci zdarzeñ s¹ tutaj zast¹pione
miarami pól odpowiednich figur geome-
trycznych.

Prawdopodobieñstwo warunkowe – praw-
dopodobieñstwem zajœcia zdarzenia A pod
warunkiem, ¿e zasz³o zdarzenie B, nazywa-
my liczbê:

P(A ∩ B)P(A|B) = ––––––––––––, P(B) > 0.
P(B)

SCHEMAT BERNOULLIEGO

Je¿eli przeprowadzimy N niezale¿nych i identycznych doœwiadczeñ (inaczej mówi¹c: N
niezale¿nych powtórzeñ tego samego doœwiadczenia), w których s¹ tylko dwa mo¿liwe wy-
niki, to taki ci¹g powtórzeñ tego samego doœwiadczenia nazywamy schematem Bernoul-
liego. W schemacie tym jedno ze zdarzeñ elementarnych nazywamy sukcesem, a drugie
pora¿k¹. W schemacie N prób Bernoulliego prawdopodobieñstwo PN(k) otrzymania dok³ad-
nie k sukcesów wyra¿a siê wzorem:

gdzie: p – prawdopodobieñstwo sukcesu w pojedynczej próbie,
q – prawdopodobieñstwo pora¿ki oraz p + q = 1

– symbol Newtona.

Najbardziej prawdopodobna liczba sukcesów – Je¿eli (N + 1)p nie jest liczb¹ ca³kowi-
t¹, to najbardziej prawdopodobn¹ liczb¹ sukcesów w schemacie N prób Bernoulliego jest
najwiêksza liczba ca³kowita k0, taka, ¿e k0 < (N + 1)p.
Je¿eli natomiast (N + 1)p jest liczb¹ ca³kowit¹, to najbardziej prawdopodobne s¹ dwie war-
toœci, a mianowicie (N + 1)p – 1 oraz (N + 1)p.

N
k( )

P k N
k p qN

k N k( ) = ( ) −

Drzewko stochastyczne – graf zorientowany,
szczególnie przydatny przy rozwi¹zywaniu zagad-
nieñ z zakresu prawdopodobieñstwa ca³kowitego.
Drzewko stochastyczne sk³ada siê z wêz³ów oraz
krawêdzi. Ka¿da krawêdŸ takiego drzewka wycho-
dz¹ca z okreœlonego wêz³a odpowiada innemu wy-
nikowi jednoetapowego doœwiadczenia losowego.
Prawdopodobieñstwo takiego wyniku przypisujemy
jako wagê danej krawêdzi. Suma prawdopodo-
bieñstw przyporz¹dkowanych krawêdziom wycho-
dz¹cym z jednego wêz³a jest równa jeden. Krawêdzie
i wêz³y drzewka stochastycznego uk³adaj¹ siê w ga-
³êzie. Ka¿da z nich opisuje pewien mo¿liwy przebieg
z³o¿onego z kilku pojedynczych etapów doœwiad-
czenia losowego. Prawdopodobieñstwo tego, ¿e w³a-
œnie tak bêdzie przebiegaæ doœwiadczenie obliczymy
przemna¿aj¹c przez siebie wagi przypisane poszcze-
gólnym krawêdziom okreœlonej ga³êzi. Czêsto okre-
œlone doœwiadczenie losowe jest realizowane przez
wiêcej ni¿ jedn¹ ga³¹Ÿ. Aby obliczyæ jego prawdopo-
dobieñstwo, nale¿y zsumowaæ prawdopodobieñstwa
odpowiadaj¹ce poszczególnym z tych ga³êzi.

Zdarzenia niezale¿ne – dwa zdarze-
nia, zwi¹zane z realizacj¹ tego same-
go doœwiadczenia losowego s¹ nieza-
le¿ne, jeœli spe³niona jest równoœæ 
P(A) · P(B) = P(A ∩ B)
(iloczyn prawdopodobieñstw tych
zdarzeñ jest równy prawdopodobieñ-
stwu ich iloczynu).
Pojêcie niezale¿noœci mo¿na rozsze-
rzyæ na dowoln¹ iloœæ zdarzeñ. Ogól-
nie: n zdarzeñ A1, A2, ..., An tworzy
niezale¿ny uk³ad zdarzeñ, gdy dowol-
ne k (k ≥ n) spoœród nich s¹ niezale¿-
ne, tzn. spe³niona jest równoœæ
P(A1) · P(A2) · ... · P(Ak) = P(A1 ∩ A2
∩ ... ∩ Ak)
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Nazwa Definicje

metr (m) jednostka d³ugoœci, definiowana jako odleg³oœæ przebyta przez œwiat³o w pró¿ni
w czasie 1/299 792 458 sekundy wyra¿ona w jednostce m s–1

kilogram
(kg)

jednostka masy, definiowana jako ustalona wartoœæ liczbowa sta³ej Plancka h,
wynosz¹ca 6,626 070 15×10–34 wyra¿ona w jednostce J s, która jest równa kg m2s–1

sekunda
(s)

jednostka czasu, definiowana jako ustalona wartoœæ liczbowa czêstotliwoœci
cezowej ΔνCs, czyli czêstotliwoœci nadsubtelnego przejœcia w atomach cezu 133
w niezaburzonym stanie podstawowym, wynosz¹ca 9192631770, wyra¿ona 
w jednostce Hz, która jest równa s–1

amper
(A) 

jednostka pr¹du elektrycznego, definiowana jako ustalona wartoœæ liczbowa
³adunku elementarnego e, wynosz¹ca 1,602176634×10–19, wyra¿ona w jednostce
C, która jest równa A s, gdzie sekunda zdefiniowana jest przy u¿yciu ΔνCs

kelwin
(K)

jednostka temperatury termodynamicznej, definiowana jako ustalona wartoœæ
liczbowa sta³ej Boltzmanna k, wynosz¹ca 1,380 649×10–23, wyra¿ona w jednostce
J K–1, która jest równa kgm2s–2K–1, gdzie kilogram, metr i sekunda zdefiniowane
s¹ przy u¿yciu h, ci ΔνCs

Miêdzynarodowy uk³ad jednostek SI zbudowany jest na bazie siedmiu niezale¿nych
podstawowych jednostek i dwóch jednostek uzupe³niaj¹cych.

Wielkoœæ Nazwa jednostki Oznaczenie

Jednostki podstawowe

d³ugoœæ metr m

masa kilogram kg

czas sekunda s

natê¿enie pr¹du elektrycznego amper A

temperatura kelwin K

œwiat³oœæ kandela cd

iloœæ materii mol mol

Jednostki uzupe³niaj¹ce

k¹t p³aski radian rad

k¹t bry³owy steradian sr

Miêdzynarodowy uk³ad... 95

MIÊDZYNARODOWY UK£AD 
JEDNOSTEK SI

PODSTAWOWE I UZUPE£NIAJ¥CE JEDNOSTKI 
MIÊDZYNARODOWEGO UK£ADU JEDNOSTEK SI

DEFINICJE JEDNOSTEK PODSTAWOWYCH I UZUPE£NIAJ¥CYCH
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Wielkoœæ Wzór Jednost-
ka

Symbol 
jednostki

moment si³y – iloczyn
wektorowy wektora po³o¿e-
nia , punktu, w którym
jest zaczepiony i tej si³y

G
r

M
u ru

M r F
J GJ G G

= ×

niuton
razy
metr

1N · m

Moment bezw³adnoœci
wzglêdem osi obrotu –
wielkoœæ charakteryzuj¹ca
rozk³ad masy wokó³ jej osi
obrotu. 

Dla uk³adu N punktów materialnych:

Dla ci¹g³ego rozk³adu masy:

*I x y z r dV= ∫ρ( , , ) 2

I m ri i
i

N

=
=
∑ 2

1

kilogram
razy
metr do
kwadra-
tu

1kg · m2

WIELKOŒCI DYNAMICZNE RUCHU OBROTOWEGO BRY£Y

Definicja Wielkoœæ Wzór

t

x

drgania nieustalone

Dynamiczne równanie
ruchu

− − + =

= +

kx f dx
dt

F t m d x
dt

x A t

0

2

2

0 0

cos

sin( )

ω

ω ϕ
Rozw:

Faza pocz¹tkowa ϕ0 ϕ βω
ω ω β ω

0

0
2 2 2 2

2

4
=

− +

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

arc cos
( )m

Rezonans – zjawisko na-
rastania amplitud danych
drgañ harmonicznych
w miarê gdy czêstoœæ wy-
muszenia zbli¿a siê do
jednej z czêstoœci drgañ
w³asnych uk³adu drgaj¹ce-
go.

Dobroæ uk³adu drgaj¹-
cego Q – stosunek
maksymalnej amplitu-
dy do amplitudy od-
powiadaj¹cej zerowej
czêstotliwoœci wymu-
szenia 

Q = 2π en. zmagazynowana w uk³adzie
en. tracona w 1. okresie drgaññ

Czêstoœæ rezonansowa
ωrez 

ω ω βrez = −0
2 22

Amplituda drgañ A0rez
A

F

m
0

0

0
2 22

rez =
−β ω β

Przesuniêcie fazowe ϕ
– ró¿nica miêdzy faz¹
rezonansowych drgañ
wymuszonych i fazy
wymuszenia

ϕ βω
ω ω

= −
−

arctg
2

0
2 2

* gdzie: ρ(x, y, z) – funkcja gêstoœci charakteryzuj¹ca dan¹ bry³ê
* ρ - odleg³oœæ punktu o wspó³rzêdnych (x, y, z) od osi obrotu
* dV – element objêtoœci bry³y  
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Wielkoœæ Wzór Jednostka Symbol 
jednostki

moment pêdu – wielkoœæ wektoro-
wa charakteryzuj¹ca ruch cia³a wzglê-
dem ustalonego punktu 
– moment pêdu punktu mate-

rialnego – iloczyn wektorowy wekto-
ra po³o¿enia punktu i jego pêdu 

– moment pêdu bry³y – suma mo-
mentów pêdu punktów materialnych
bry³y

p
JG

r
G

Lp

u ru

Lp

u ru

L r p

L mr v

L m r v r v

L r p

p

p

p

p i
i

JGJ G G
JGJ G G
JGJ G G ) G G

JGJ G G

=
=
=

=

×

×

×

sin ( , )

==

=

∑

∑=

=

1

1

n

p i i i
i

n

p

L m r v

L I

JGJ G G

JGJ G

×

ω

kilogram
razy metr
kwadrat na
sekundê

1kg m
s

2
⋅

A) punkt materialny

r

m

I = m · r
2

B) cienki prêt wzglêdem osi
prostopad³ej przechodz¹cej
przez œrodek masy

I mL=
2

L

1

12

C) cienki prêt wzglêdem pro-
stopad³ej przechodz¹cej przez
jego koniec

D) szeœcian wzglêdem osi
przechodz¹cej przez jego œro-
dek

I m a= · 2
1

6

a
a

a

a

E) walec o promieniu r
i masie m wzglêdem osi po-
krywaj¹cej siê z osi¹ walca

F) obrêcz (rura) cienkoœcien-
na wzglêdem osi przechodz¹-
cej przez œrodek masy

G) kula o promieniu r i ma-
sie m wzglêdem osi pokrywa-
j¹cej siê z jedn¹ z jej œrednic

H) sfera o promieniu r i ma-
sie m wzglêdem osi pokrywa-
j¹cej siê z jednej z jej œrednic

I mr=
22

3

r

I) sto¿ek o masie m i pro-
mieniu podstawy r

PRZYK£ADY MOMENTÓW BEZW£ADNOŒCI BRY£
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ZJAWISKA CIEPLNE
Skale temperatur

– Kelvina T = [tC + 273,15] K

– Celsjusza tC = [T – 273,15]°C

– Farenheita tF = [9—5 tC + 32]°F

– Rankine’a TR = [tF + 459,67] °Rank

Ciep³o Q – iloœæ energii wewnêtrznej, któr¹ cia³o o temperaturze wy¿szej przekazuje cia³u
o temperaturze ni¿szej.

Wielkoœæ Definicja Wzór Jednostka

ciep³o w³a-
œciwe Cw

stosunek iloœci ciep³a pobrane-
go przez jednostkê masy uk³adu
do zmiany temperatury ΔT wy-
wo³anej pobraniem tego ciep³a

C
Q

m Tw = Δ
1

J
kg K⋅

pojemnoœæ
cieplna C

stosunek iloœci ciep³a Q dostar-
czonego uk³adowi do zmiany
temperatury ΔT uk³adu

C
Q
T

= Δ 1
J
K

wspó³czyn-
nik rozsze-
rzalnoœci li-
niowej λ

l0 – d³ugoœæ pocz¹tkowa 
Δl – zmiana d³ugoœci cia³a 

spowodowana niewielk¹ 
zmian¹ temperatury

λ = Δ
Δ
l

l T0

1
K

wspó³czyn-
nik rozsze-
rzalnoœci
objêtoœcio-
wej α

V0 – objêtoœæ pocz¹tkowa cia³a 
ΔV – zmiana objêtoœci cia³a 

spowodowana niewielk¹ 
zmian¹ temperatury

α = Δ
Δ
V

V T0

1
K
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Zasady termodynamiki
– zerowa: Je¿eli cia³o A jest w równowadze

termicznej z cia³em X i cia³o B jest w rów-
nowadze termicznej z cia³em X, to cia³a
A i B s¹ w równowadze termicznej ze sob¹;

–pierwsza: Zmiana energii wewnêtrznej cia³a
lub uk³adu cia³ jest równa sumie wymienio-
nego z otoczeniem ciep³a i pracy wykonanej
nad cia³em lub uk³adem cia³ przez si³ê ze-
wnêtrzn¹
ΔU = Q + W;

–druga: Niemo¿liwy jest proces, którego je-
dynym rezultatem jest pobranie energii na
sposób cieplny z pewnego cia³a i ca³kowi-
te wykorzystanie tej energii na wykonanie
pracy;

– trzecia: W ustalonych warunkach entro-
pia uk³adu d¹¿y do zera, gdy temperatura
bezwzglêdna d¹¿y do zera.

Praca w procesach termodynamicznych
Dla procesów odwracalnych: 

Silnik cieplny
Jest to urz¹dzenie, w którym energia we-
wnêtrzna substancji roboczej (gaz lub para
wodna) zostaje przekszta³cona w pracê me-
chaniczn¹ lub energiê kinetyczn¹.
Sprawnoœæ silnika η – iloraz wykonanej pra-
cy W i ciep³a pobranego ze Ÿród³a Q1

Q1 – ciep³o pobrane
przez gaz

|Q2|– ciep³o oddane
do ch³odnicy

T1 – temperatura 
Ÿród³a ciep³a

T2 – temperatura 
ch³odnicy

η

η

η

= ⋅

=
−

⋅

= − ⋅

W
Q

Q Q
Q

T T
T

1

1 2

1

1 2

1

100

100

100

%

%

%

W p V

dW pdV

W pdV
V

V

=
=

= ∫

Δ

1

2

Nazwa Definicja

proces termo-
dynamiczny

przejœcie uk³adu z jednego stanu równowagi termodynamicznej do dru-
giego stanu równowagi termodynamicznej

izoproces proces termodynamiczny zachodz¹cy przy jednym z parametrów termo-
dynamicznych maj¹cych sta³¹ wartoœæ

proces odwra-
calny

proces, w którym istnieje mo¿liwoœæ przeprowadzenia uk³adu i otoczenia
z ich stanów koñcowych do stanów pocz¹tkowych

proces cyklicz-
ny

proces, w trakcie którego uk³ad przechodzi przez szereg stanów poœred-
nich i powraca do stanu pocz¹tkowego

Sposób Opis

promieniowanie strumieñ cz¹stek lub fal emitowanych przez cia³o

przewodnictwo cieplne
proces przep³ywu ciep³a miêdzy czêœciami uk³adu o ró¿nej tem-
peraturze; polega na przekazywaniu energii ruchu bez³adnego
jednym cz¹steczkom przez inne

konwekcja

– konwekcja wymuszona 
– konwekcja wewnêtrzna

proces wymiany ciep³a zwi¹zany z przemieszczaniem siê mas cie-
czy lub gazu 
wywo³ana jest czynnikiem zewnêtrznym 
spowodowana jest wystêpowaniem ró¿nic ciœnienia, temperatury
i gêstoœci cieczy

TRANSPORT CIEP£A

TERMODYNAMIKA



Wielkoœæ £adunek Masa

proton
+ 1 e
+ 1,620176 · 10–19C

001,672621 · 10–27 kg
001,007276 u
938,272 MeV

MECHANIKA KWANTOWA

Akustyka140

Zasada nieoznaczonoœci Heisenberga

Je¿eli chcemy dok³adnie wyznaczyæ sk³ado-
w¹ x po³o¿enia cz¹steczki, to tracimy mo¿li-
woœæ uzyskania informacji o sk³adowej pêdu
w tym kierunku i na odwrót.

Pomiar energii z dok³adnoœci¹ do ΔE wyma-
ga co najmniej czasu 

Hipoteza de Broglie’a
Ka¿demu obiektowi mikroskopowemu przy-
pisuje siê falê o d³ugoœci:

h – sta³a Plancka
p – pêdλ = h

p

Δt h
E

∼
2

Δ ΔE t h≥
4π

Δ Δx p h≥
4π

Zjawisko Dopplera
vz – szybkoœæ Ÿród³a dŸwiêku
vf – szybkoœæ fali dŸwiêkowej w powietrzu
ν – czêstotliwoœæ fali wysy³anej przez Ÿród³o
ν' – czêstotliwoœæ fali odbieranej

ν ν' =
±
±

v v

v v
f

f Z

odb

PODZIA£ WRA¯EÑ S£UCHOWYCH

ton wra¿enie s³uchowe wywo³ane fal¹ sinusoidaln¹

dŸwiêk wra¿enie s³uchowe wywo³ane fal¹ niesinusoidaln¹

szmer wra¿enie s³uchowe nieokresowe wywo³ane falami o ró¿nych czêstotliwoœciach

Ca³kowita polaryzacja œwiat³a przez odbicie od po-
wierzchni przezroczystych zachodzi wtedy, gdy pro-
mieñ odbity i promieñ za³amany tworz¹ k¹t 90°.
K¹t ca³kowitej polaryzacji nosi nazwê k¹ta Brewstera.

αB – k¹t Brewstera
n2,1 – wspó³czynnik za³amania oœrodka 

przezroczystego II wzglêdem oœrodka I
n1, n2 – bezwzglêdne wspó³czynniki za³amania 

œwiat³a w oœrodku I i II

AKUSTYKA

tg n
n
nBα = =2 1

2

1
,
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Wielkoœæ £adunek Masa

neutron
0
0

001,674927 · 10–27 kg
001,008664915 m
939,565 MeV

elektron
–1
–1,602176 · 10–19 C

009,109382 · 10–31 kg
000,000548579 u
000,510999 MeV

CZ¥STKI ELEMENTARNE (PRZYK£ADY)

Nazwa cz¹stki Ozna-
czenie

£adu-
nek

Masa
spoczynkowa

(MeV)
Spin Czas ¿ycia

(s)

FOTON γ 0 0 1 stabilne

LEPTONY

neutrino
elektronowe

νe 0 0 1—
2

stabilne

neutrino
mionowe

νμ 0 0 1—
2

stabilne

antyneutrino
elektronowe

∼νe 0 0 1—
2

stabilne

antyneutrino
mionowe

∼νμ 0 0 1—
2

stabilne

elektron e– –1 000,511 1—
2

stabilne

pozyton e+ +1 000,511 1—
2

stabilne

mion μ– μ– –1 105,57 1—
2

2,2 · 10–6

mion μ+ μ+ +1 105,57 1—
2

2,2 · 106

HADRONY

M
E
Z
O

N
Y

pion Π– Π– –1 139,6 0 00 2,55 · 10–8

pion Π0 Π0 0 135,05 0 00 1,8 · 10–16

pion Π+ Π+ +1 139,6 0 00 2,55 · 10–8




