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ROZDZIAL |
SYMETRIE

SYMETRIA WZGLEDEM PROSTEJ

Dwa punkty s3 symetryczne do siebie wzgledem prostej k, jezeli spelniajg 3 warunki:
- leza na prostej prostopadlej do prostej k,

- leza po przeciwnych stronach prostej k,

- leza w réwnych odleglosciach od proste;j k.

Prosta k nazywamy osia symetrii.

Punktem symetrycznym do punktu lezacego na prostej k (osi symetrii) jest ten sam
punkt.
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Pk ZADANIE 1

Narysuj kwadrat o boku 4 cm oraz prosta m tak, aby pole figury ztozonej z kwadratu i jego
odbicia symetrycznego wzgledem tej prostej byto rowne 20 cm?.

Rozwiazanie:

Obliczamy pole kwadratu o boku 4 cm:
P=4cm-4cm=16 cm?

Obliczamy, o ile cm? pole powstalej figury ma by¢ wieksze od pola kwadratu:

20 cm® - 16 cm?® = 4 cm?
Wykonujemy rysunek kwadratu:

B

B

A

Gdyby prosta m biegla przez srodek boku kwadratu,
wowczas odbiciem symetrycznym kwadratu bytby
ten sam kwadrat, wiec pole powierzchni powstalej
figury wynositoby nadal 16 cm? Nalezy wigc prosta m
przesungc tak, aby pole powstalej w ten sposob figury
(kwadratu i jego odbicia symetrycznego wzgledem
prostej m) zwigkszylo si¢ 0 4 cm?.

DC

m

C D

APB

m

B A

A

Prostam jestw tym przypadku osia symetrii figury.

AKN=5cm
AD'=4cm
Pole figury AA'D'D wynosi:
P=5cm-4cm=20cm?

Kwadrat ABCD wraz z jego odbiciem symetrycznym tworza prostokat AAD’D. Pole tego
prostokata wynosi 20 cm?®. Prostg m nalezy przesunac o 0,5 cm w prawo lub w lewo.

ZADANIE 2

Znajdz punkt A’ symetryczny do punktu A wzgledem prostej k.
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Opis:
1. rysuje prosta k i zaznaczam punkt A nielezacy na tej prostej,
2. rysuje (przy pomocy ekierki) prosta prostopadty do prostej k przechodzacy przez punkt A,

3. na tej prostej znajduje punkt A’ (postuguje sie cyrklem, odkladam dlugo$¢ odcinka AS po
przeciwnej stronie prostej k).

ZADANIE 3

Narysuj odcinek symetryczny do odcinka AB wzgledem proste;j k.

Opis:
1. rysuje odcinek AB i prosta k,

2. znajduje obraz punktu A oraz punktu B w symetrii wzgledem prostej k (postepujac do-
kfadnie tak jak w zadaniu 1),

3. Iacze punkty A i B; otrzymuj¢ odcinek AB’ symetryczny do odcinka AB wzgledem prostej k.

SYMETRIA WZGLEDEM PUNKTU

Punkty A i A’ s3 symetryczne do siebie wzgledem punktu S, jezeli punkt S jest srod-
kiem odcinka AA.
|AS| = |AS|
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FIGURY GEOMETRYCZNE NA PLASZCZYZNIE.

WIELOKATY

TROJKATY PROSTOKATNE O KATACH OSTRYCH 90°, 45°, 45°

ORAZ90°,30°, 60°

Trojkat o katach 90°, 45°, 45°

a

45°
a a\/i
Y 45°
a
45°
a2
a
A 45°

a

a2 = d — diugos¢ przekatnej kwadratu o boku
dtugoscia

Trdjkat ten jest potowa kwadratu o boku a.

W trojkacie prostokatnym rownoramiennym o przyprostokatnych dlugosci a przeciw-

prostokatna ma dlugoé¢ a\2.

Tréjkat o katach 90°, 60°, 30°

30°/30°
2a

h=|a/3
60° (7]

a3

2a

h=a3

60°

a
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30°
Tréjkat ten jest potowa tréjkata réwnobocznego

2a
a3 0 boku 2a.

60°
a

Pamigtaj, ze przyprostokatna, lezaca naprzeciw kata 30°, rowna jest polowie dlugosci
przeciwprostokatne;j.

Zapamietaj te dwa trojkaty!

45° 30°
a2

a 2a

a3

B 45° 60°
a a

Zwro¢ uwage, ze w tréjkatach o katach 90°, 45°, 45° oraz 90°, 60°, 30° wystarczy zna¢
dlugos¢ jednego boku, aby obliczy¢ dlugos¢ dwoch pozostalych.

ZADANIE 1 R

Pole tréjkata réwnobocznego o boku 4 cm wynosi:
a) 4\3 cm? b) 2\3 cm? ¢) 8\3 cm? d) 4\2 cm?

Rozwigzanie:

Z wlasnosci trojkata rownobocznego, gdzie 2a = 4 cm

a=2cm
h=a\3 Wzor na wysokos¢ tréjkata réwnobocznego.
h=2V3cm
Obliczamy pole tréojkata:
1
P=_.b.-h
2
b=2a=4cm b — dtugos¢ boku trojkata, czyli 4 cm

h=2V3cm
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b=2cm
Obw.=b+b+x+c+h :
hl= 23 cm h c=4cm
b=2em oo
Obw.=2+2+2+4+2\3 Ob\nfod trapezu to suma dtugosci wszystkich
bokéw trapezu.
Obw. =10 + 23 cm
Pole trapezu o podstawach a, b i wysokosci h.
1 a=b+x
P=E(a+b)'h a=2m+2m=4cm.

P=%-(4+2)-Z‘\/§
P=6-3
P =6\3 cm?

Odp.: Obwéd trapezu wynosi (10 + 2v3) cm, a pole 6\3 cm?.

CZWOROKATY

Wielokat, ktory ma cztery boki, nazywa sie czworokatem.
Peni®k - Suma miar katow wewnetrznych czworokata wynosi 360°.

Podzial czworokatow:
Trapez - to taki czworokat, ktory ma co najmniej jedna pare bokéw rownoleglych.

podstawa gorna

ramie

ramig\4 / \

(ma co najmniej 1 kat prosty)

trapez prostokatny

podstawa dolna
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/a : ; o \
trapez rbwnoramienny (ramiona sg réwnej dtugosci)

W trapezie rownoramiennym katy przy podstawie sg réwne.

S Y
o p

W trapezie suma miar katéw lezacych przy tym samym ramieniu wynosi 180°.

o +8=180°
B+y=180°

Roéwnoleglobok - to taki czworokat, ktory ma dwie pary bokow réwnoleglych.

B o
W réwnolegtoboku przeciwlegte katy s3 réwne.
W réwnolegtoboku suma miar katéw sasiadujacych
wynosi 180° (czyli o + 3 = 180°)
o B
Przekatne rownolegtoboku przecinajg sie w po-
fowie.

przekatne

Romb - to taki réwnoleglobok, ktory ma boki rownej dlugosci.
a

B o)

Przekatne rombu przecinaja sie w polowie i s3 prostopadle.
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ZADANIE 1

Oblicz pola powierzchni przedstawionych figur.

a) b)

\

1d<"m;%

P=P +P,+P, = %-9-4+%(12+9)-4+% 212-7=18+42+42=102}
Zdarza sig, ze lepszym sposobem jest opisanie wielokata innym znanym wielokatem i odjecie
od jego pola pdl naddatkéw. Wyjasnijmy to na przykladzie ponizej.
ZADANIE 2

Oblicz pola powierzchni przedstawionych figur.
a) b)

lae)

|~

P=6,5-8-P P, —P,=52-875-6- 14,625 = 22,625 cm’

Jednostki pola
* 1 milimetr kwadratowy 1 mm?
* 1 centymetr kwadratowy 1 cm?
* 1 decymetr kwadratowy 1 dm?
* 1 metr kwadratowy 1 m?

X

1 kilometr kwadratowy 1 km?
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* 1ar la
* 1 hektar 1ha
la=10m-10 m = 100 m?

lar 10 m
10 m
1ha=100m- 100 m = 10 000 m*
1ha 100 m
100 m
lha=100a
Zamiana jednostek pola

Przypomnienie jednostek dtugosci:
I cm =10 mm

1 mm =0,1 cm

1dm=10cm
1cm=0,1dm

1 dm =100 mm
1 mm = 0,01 dm
1m=10dm

1dm=0,1m

1m=100cm

1cm=0,01 m
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GRANIASTOSLUPY

Graniastostup czworokatny (podstawa graniastostupa jest czworokatem).

podstawa

WierZCholek \ 4
krawedz boczna (W ySOkOéé
A/ €

graniastostupa)

&+ $ciana boczna

A

krawedz podstawy

podstawa

przekatna graniastostupa

o - kat nachylenia przekatnej graniastostupa
\/ do plaszczyzny podstawy
przekatna B - kat miedzy przekatna graniastostupa
§ciany —_| a krawedzig boczna
bocznej y - kat miedzy przekatna $ciany bocznej
a krawedzig podstawy

f Q!

przekatna podstawy
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Pewniak

ZADANIE 4 na tescie

Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej:
a) szeécianu o krawedzi dtugoéci 312 cm
b) prostopadloscianu o wymiarach 2 cm x 5 cm x 10 cm a

a)
Dane: Szukane:
a=3V2cm V=z

P =1 a=32

c

Rozwiazanie:
V=a3
V=(3\2)
V=3’ (8 =21 ANT= 20
V=27-2\2 (\2-\2=2)
V =54\2 cm?
P =6a’
P =6-(3\2)
P =632
P=6-9-2
P =108 cm?

c

Odp.: Objetos¢ szescianu wynosi 5412 cm?, a pole powierzchni catkowitej 108 cm?.

b)

Dane: Szukane:
a=2cm V=2
b=5cm P =7 H=10cm
H=10cm

Rozwiazanie:
V=PP.H b=5cm
V=a-b-H a=2em

V=2cm-5cm-10cm
W podstawie prostopadtoscianu jest prostokat,

V=100 cm’® Po=a-b.
P=2. Pp +P, pole powierzchni catkowitej bryly
P=a-b

p

Pp=2€m-5cm

Pp =10 cm?
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Pewniak
na tescie

P,=2-a-H+2-b-H Pole powierzchni bocznej jest suma pél wszystkich
P,=2.2.10+2-5-10 scian bocznych (Sciany boczne s prostokatami).
P, =40+ 100

P, =140 cm®

P =210 cm? + 140 cm?
P =20 cm? + 140 cm?
P =160 cm?

c

Odp.: Objetos¢ prostopadloscianu wynosi 100 cm?, a pole powierzchni catkowitej 160 cm?.

ZADANIE 5
Suma krawedzi szescianu jest réwna 9,6 cm. Objeto$¢ tego szescianu wynosi:
a) 0,512 cm?® b) 51,2 cm?® ¢) 0,12 cm? d) 0,8 cm?®
Dane: Szukane:
S, — suma krawedzi V - objetos¢
S, =9,6cm V=a’
: a — dlugos¢ krawedzi
: a
a
a
Rozwiazanie:
a=9,6cm:12 Obliczamy dtugos¢ krawedzi.
a=0,8cm
V=a?
V=08 Obliczamy objetos¢ szescianu.
V=0,512 cm?®

Odp.: a.
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KOtO | OKRAG

@

Okrag o srodku w punkcie A i promieniu r  Kolo o Srodku w punkcie S i promieniu r to
to zbior punktow plaszczyzny, ktérych zbior wszystkich punktow plaszczyzny, kto-
odleglos¢ od punktu A jest rGwna promie- rych odleglos¢ od punktu S jest rowna pro-
niowi (r). mieniowi lub jest mniejsza od promienia.
Srodek okregu nie nalezy do okregu. Srodek kota nalezy do kota.

potkole

wycinek
kota

poétokrag
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tuk okregu
odcinek
kota

KATY W KOLE

Katy srodkowe - wierzchotek kazdego z tych katdw jest $srodkiem kota.

tuk, na ktérym oparty jest
kat $rodkowy

Kat wpisany w okrag — wierzcholek lezy na okregu, a ramiona zawierajg cieciwy.

tuk, na ktorym oparty jest
kat wpisany
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ZADANIE 2 i

Oblicz pole i obwdd kota o promieniu 3 cm.

r=3cm

P=Tnr? W miejsce r podstawiamy liczbe 3.
P=n.3

P =91 cm? pole kofa

I=2mnr

I=2n-3cm

=61 cm obwad kota

Odp.: Pole kota wynosi 91t cm?, a obwod 61 cm.

ZADANIE 3 ik

Jaki promient ma koto o obwodzie 10 cm?

Dane: Szukane:
[=10cm r=2
Rozwiazanie:
1=2mr Zamiast / podstawiamy liczbe 10.

10 =2nr /2%

,1/65

—=r
Zn
5
r=-Ccm
T

Odp.: Promien kola wynosi > em.
n

ZADANIE 4 ek

Oblicz pole i obwdd kota o $rednicy 5 cm.

Dane: Szukane:
d=5cm pP=2

=2
Rozwiazanie:

r= %d Promien kota réwny jest potowie $rednicy.
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INFORMACJE O PROPORCJONALNOSCI

Proporcjonalnoscia prosta nazywamy taka zalezno$¢ miedzy dwiema wielko$ciami, ze gdy
jedna z nich rosnie ile$ razy, druga roénie tyle samo razy. Dziala to tez w druga strone: gdy
jedna z wielkosci maleje n razy, druga tez maleje n razy. W proporcjonalnosci wystepuje
jeszcze trzecia wartos¢. Jest ona wartoscig stalg i rozwigzujac zadania, nie musimy jej znad.
Proporcjonalnoscig prosta jest zalezno$¢ na przyktad miedzy czasem jazdy a pokonang droga
- przy zalozeniu, ze predko$c jest stala.

PRZYKLAD 1
Dwukrotny wzrost czasu jazdy (z 2 na 4 godz.)
t = 2h S = 120 km powoduje dwukrotny wzrost przebytej drogi.
t,=4h s,=2-120 km = 240 km Nie musimy zna¢ predkosci jazdy.
e (zterokrotne zmniejszenie czasu jazdy (z 2 na
t = 2h S = 160 km 0,5 godz.) powoduje czterokrotne zmniejszenie
t,=0,5h s,=160 km : 4 = 40 km przebytej drogi.

Oczywiscie mozna obliczy¢ droge, obliczajac wezedniej predkosé. W powyzszych przyktadach
obliczenie predkosci nie stanowi problemu, ale w innych zadaniach juz tak:

PRZYKLAD 2
Tu obliczenie predkosci jest ktopotliwe.
t =225h s, =173,2 km Ale wystarczy wiedzie¢, ze czterokrotny wzrost
t,=9h s,=4-173,2 km = 692,8 km czasu jazdy powoduje czterokrotny wzrost prze-

bytej drogi.
Proporcjonalnoscig prosta sa tez zalezno$ci miedzy:
- warto$cia a iloscig zakupionego towaru (przy stalej cenie),
- masa a objetoscig substancji (przy stalej masie jednostkowej),
— iloscig porcji positkow a liczbg 0s6b (przy stalej racji zywnosci dla osoby) i wiele innych.
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ZADANIATEKSTOWE Z PROPORCJONALNOSCIA PROSTA

ZADANIE 1

Do wyrobu 85 kg czekolady zuzyto 38 kg miazgi kakaowej. Ile miazgi nalezy uzy¢ do wyrobu
204 kg takiej samej czekolady?

Rozwigzanie: : T
Dane najwygodniejjest zapisywac w dwdch kolum-

l 85 > 38 l nach, w kazdej umieszczajac odpowiadajace sobie
204 > x wartosc!: masg czekolady.poq masa czekolaqy,

mase miazgi pod masa miazgi — wprowadzajac
niewiadoma. Strzatki po bokach wskazuja kierunek
wzrostu wartosci.

Nastepnie uktadamy réwnanie dwdch iloczynéw,

x-85=204-38 ,na krzyz', tzn. czynnik z lewej strony gérnego
wiersza mnozymy z czynnikiem z prawej strony
dolnego wiersza i odwrotnie.

85x =7 752 /:85 Wygodnie jest umiescic iloczyn z niewiadoma po
x=91.2 lewej stronie réwnania.

Odp.: Do wyrobu 204 kg takiej czekolady trzeba zuzy¢ 91,2 kg miazgi kakaowej.

ZADANIE 2 penniak

Tasmy o dlugosci 175 cm wystarczy na wykonanie 35 kokardek. Ile takich samych kokardek
mozna zrobi¢ z 42 m tasmy?

Rozwiazanie:
Dfugos¢ pod dtugoscia, liczba pod liczba, ale UWA-
l 1,75 > 35 l GA! Konieczna jest zamiana cm nam lub odwrotnie.
42 > x Wartosci zapisywane pod soba musza by¢ wyrazone
w tych samych jednostkach!

x-1,75=42-35 lloczyn z niewiadoma po lewej stronie.
1,75x =1 470 /:1,75
x =840

Odp.: Z 42 m tasmy mozna wykonac¢ 840 kokardek.
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Pk ZADANIE 3

Za 7,2 kg mandarynek zaptacono 39 zt 60 gr. Ile takich samych mandarynek kupiono za 13 zt
20 gr?

Rozwiazanie:

T 7,2 > 396 T Masa pod masg, warto$¢ pod wartoscig.
x > 132

x-39,6=72-13,2 /:39,6

1
DL A I
396, 3

Odp.: Za kwote 13 zt 20 gr kupiono 2,4 kg takich mandarynek.

Pt ZADANIE 4

Przy le$niczéwce ro$nie 7 deboéw oraz jesiony. Lesniczy posadzil jeszcze 5 dgbow oraz 10 je-
sionéw. Stosunek liczby drzew debéw do jesiondw pozostat taki sam. Ile jesiondw rosnie teraz

przy lesniczéwce?
Rozwiazanie:
deby 7 12
jesiony x x+10
Zapisujemy dane w tabeli:
7_ 12 deby: 7+5=12
x x+10 jesiony: 0 10 wigcej, czylix + 10.
12x =7(x + 10) Uktadamy réwnanie.
12x=7x+70 [ -7x
12x-7x=70
5x=70 /:5
x=14
14 +10 = 24 Na poczatku przy lesniczéwce rosto 14 jesionow.

Teraz jestich 0 10 wiecej.

Odp.: Teraz przy lesniczéwce rosng 24 jesiony.



ROZDZIAL VI
ODCZYTYWANIE DANYCH
| ELEMENTY STATYSTYKI OPISOWE)

Statystyka opisowa to dzial statystyki zajmujacy si¢ metodami opisu danych uzyskanych
podczas badania statystycznego. Statystyke opisowa stosuje si¢ zazwyczaj jako pierwszy
i podstawowy krok w analizie zebranych danych.

SPOSOBY PREZENTOWANIA DANYCH.
WYSZUKIWANIE INFORMACJI

Tabela 1. Powierzchnia i ludno$¢ $wiata

WYSZCZEGOLNIENE | POWierzchnia | 1960 | 1970 | 1980 ,|,1 9% | 2000 [ 2010 2012

w min km? ludnos¢ w milionach na 1km?
SWIAT 136,1*| 3038 | 3691 | 4449| 5321 | 6128| 6916 | 7080 52
Europa® 230 604 657| 695| 723| 729| 740| 742 32
Azja“ 31,9 1708 | 2129| 2634| 3213| 3717 | 4165| 4255 133
Afryka 303| 287| 366| 478 630| 808| 1031| 1084 36
Ameryka Pétnocna 21,8 204| 231| 255| 282| 315| 347| 352 16
Ameryka Potudniowa i Srodkowa 20,5) 220 288| 364| 445| 526| 59| 610 30
Australia i Oceania’ 8,6 16 20| 23 271 31 37 38 4

* Powierzchnia ladow bez terytoriéw zamieszkanych przez mniej niz 50 oséb, np. niezamieszkane
obszary polarne.

® Lacznie z azjatycka czedcig Rosji.

¢ Lacznie z europejska czedcia Turcji.

4 Bez Hawajow zaliczanych do Ameryki Péinocne;.

Zrédto: ,,Demographic Yearbook 20117 ,World Population Prospect, The 2011 Revision Population

Database’”.
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Prezentowanie danych w tabeli nie wymaga instruowania. Pamigtaj, zeby tabela byta czytelna
i przejrzysta.
ZADANIE 1

Korzystajac z danych zamieszczonych w Tabeli 1, wskaz kontynenty, na ktdrych gesto$¢ za-
ludnienia jest mniejsza niz w Europie.

Rozwigzanie:

Australia i Oceania, Ameryka Pétnocna, Ameryka Potudniowa i Srodkowa.

ZADANIE 2

Korzystajac z danych zamieszczonych w Tabeli 1, uporzadkuj kontynenty od najmniejszej do
najwiekszej powierzchni.

Rozwigzanie:

Australia i Oceania, Ameryka Potudniowa i Srodkowa, Ameryka Pétnocna, Europa, Afryka,
Azja.

Tabela 2. Urodzenia w Polsce

Kraj Miasta Wies

Roczniki | Ogétem | Chtopcy | Dziewczeta | Ogotem | Chtopcy | Dziewczeta | Ogétem | Chtopcy | Dziewczeta
1980 701553 | 360202 341351| 386615| 198378 188237 | 314938 | 161824 153114
1990 551660 | 283723 267937 | 294579 | 151785 142794 | 257081| 131938 125143
2000 380476 | 195953 184523 | 209453 | 108183 101270 | 171023 | 87770 83253
2010 415030 | 215324 199706 | 242900 | 125775 17125] 172130| 89549 82581
2011 390069 | 200795 189274 | 226614| 116815 109799 | 163455| 83980 79475
2012 387858 | 199550 188308 | 224699 | 115629 109070 | 163159| 83921 79238

Zrédlo: Rocznik Demograficzny 2013, GUS - TABL. 56. URODZENIA.

ZADANIE 3

Korzystajac z danych zamieszczonych w tabeli 2, odpowiedz na pytania:

a) w ktdrych dziesigcioletnich odstepach liczba urodzen w Polsce wzrosta?

b) w ktérych dziesigcioletnich odstepach liczba urodzen w Polsce spadta najbardziej?

c) w ktdrych dziesiecioletnich odstepach liczba urodzen w Polsce spadla najmnie;j?

d) wktdrych dziesiecioletnich odstepach i w ktdrej badanej grupie tendencja w liczbie urodzen
chlopcéw i dziewczat byla odwrotna?

e) gdzie rodzi sie wiecej dzieci — w miastach czy na wsiach?
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Rozwiazanie:
a) w 2000-2010

b) w 1990-2000

c) w1980-1990, wlatach 2011-2012 spadek liczby urodzen byl mniejszy, ale nie jest to odstep
dziesiecioletni!

d) w kategorii ,wies” w odstepie 2000-2010 liczba urodzen chlopcdw wzrosta, a liczba urodzen
dziewczat zmalata

e) wigcej dzieci rodzi si¢ w miastach.

ZADANIE 4 i

Ponizsza tabela przedstawia wyniki ankiety przeprowadzonej wsrod uczniow klas siodmych
wojewddztwa pomorskiego: ,,Jaki przedmiot szkolny uwazasz za najciekawszy?”. Kazdy z an-
kietowanych mogl wskazac¢ tylko jeden przedmiot.

Przedmiot Uczennice Uczniowie Razem

j- angielski 20 N 31
j- polski 12 6 18
historia 36 29 65
fizyka 2 38 40
chemia 4 10 14

geografia 7 6 13
muzyka 19 0 13
Razem 100 100 200

a) Ktory przedmiot zostal wskazany przez co na)mme]

1

uczniow?

b) Ktory przedmiot wybrala co piata uczennica?

¢) Ktory przedmiot najczedciej wskazywali ankietowani?

d) Ktéry przedmiot wskazywaly uczennice dwukrotnie czesciej niz uczniowie?
e) Jaki procent ankietowanych wskazywalo fizyke jako najciekawszy przedmiot?

Rozwiqzanie'
a) — 100 = 100 = 33l ~34 (o najmniej%z liczby 100 uczniéw to 34 lub wiecej.
3 3 3

Odp.: Ponad 34 uczniéow wskazato fizyke (przedmiot ten zostat wskazany 38 razy).
b) 100:5=20 (o piata uczennica — czyli 20 uczennic.

Odp.: Co pigta uczennica wskazala jezyk angielski jako najciekawszy.
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Pamik  ZADANIE 5

Czy komentarze pod wykresami sg zgodne z tym, co mozna z nich odczyta¢? Zaznacz wla-
$ciwg odpowiedz.

a)
Wypozyczenia ksigzek w bibliotece szkolnej

Y

8 120 +

3 10+

5 100 +

S

g 80

®)

g 60 |

E oyl

<

LY

S _

IX X XI XII
miesigc

Liczba wypozyczonych ksigzek w grudniu wzrosta o 10% w poréwnaniu z listopadem.

Prawda Falsz

b)

Zbiérka makulatury

I I I v

kwartat

W czwartym kwartale ilo$¢ zebranej makulatury spadla ponad dwukrotnie w stosunku do
kwartatu I.

Prawda Falsz

Rozwigzanie:
a) W listopadzie z bliblioteki szkolnej wypozyczono 100 ksiazek, w grudniu 110.

110 - 100 =10 0 tyle ksiazek wiecej wypozyczono w grudniu.
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ZADANIE 2

Korzystajac z wykresu 2, odpowiedz na pytanie: jaki procent zatrudnionych w tej firmie sta-
nowig pracownicy marketingu?

Rozwigzanie:
100% - (10,5% + 18% + 49%) = 100% - 77,5% = 22,5%

PODSTAWOWE POJECIA STATYSTYKI
SREDNIA ARYTMETYCZNA

Srednia arytmetyczna liczb rzeczywistych to liczba okreslona wzorem:

L utat.ta,

sr

n

Sredniej arytmetycznej uzywamy wéwczas, kiedy opracowujac dane statystyczne, chcemy
scharakteryzowa¢ caly ich zestaw. Sredniej arytmetycznej mozemy uzywaé, gdy wszystkie
dane maja takie samo znaczenie (wage).

Tabela 1. Tabela zawiera wyniki pomiaréw temperatury powietrza, jakich dokonywano
o tej samej godzinie od poniedziatku do niedzieli.

Pon. Wt. Sr. Czw. Pt. Sob. Niedz.
-15°C -18°C -20°C -18°C -19°C -17°C -19°C
ZADANIE 1 penniak

Korzystajac z tabeli 1, oblicz $rednig temperature tego tygodnia.

Rozwiazanie:

- —15°C +(-18°C) + (—20°C) + (=18°C) +(-=19°C) + (-=17°C) + (-19°C) _

sr 7
—126°C o Dodajemy wszystkie temperatury i dzielimy przez
=, —Ic liczbe di.
ZADANIE 2

Uczniowie klasy 6smej napisali kartkéwke. Oceny bardzo dobre uzyskato 30% uczniow, oceny
dobre 40% uczniéw, 3 uczniow uzyskalo oceny dostateczne, a pozostali oceny dopuszczajace.
Srednia wszystkich ocen z kartkéwki wynosi 3,8. Ilu uczniéw otrzymato poszczegdlne oceny?

Rozwiazanie:

x — liczba uczniow w klasie
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ROZDZIAL VII
WPROWADZENIE DO KOMBINATORYK
| RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA

KOMBINATORYKA

Kombinatoryka jest dzialem matematyki, ktory znajduje odpowiedzi na wszystkie mozliwe
wersje pytania ,,Ile?”. Na przyklad:

- ile podzbioréw szescioelementowych mozna utworzy¢ w zbiorze 49 elementéw, czyli ile
réznych széstek mozna skresli¢ w Lotto?

W mniej zlozonych zadaniach na pytanie ,,Ile?” mozna odpowiedzie¢ w prosty sposéb, nie
dokonujgc skomplikowanych obliczen.

PRZYKLAD 1

Ile jest wynikow (w domysle réznych) podczas rzutu szescienng kostka do gry, ktérej pola
opisane sg liczbami od 1 do 6?

Odp.: Mozliwe wyniki to wylosowanie 1 lub 2 lub 3 lub 4 lub 5 lub 6. A wiec jest szes¢
wynikow.

PRZYKLAD 2

Ile jest (roznych) wynikéw podczas rzutu moneta?
Odpowiedz jest jeszcze prostsza.

Odp.: Mozna wylosowac¢ orla lub reszke. A wiec sg dwa wyniki.

Zadania bywaja czasem bardziej skomplikowane. Na przyktad przy dwukrotnym rzucie mo-
netg lub rzucie dwiema monetami.



PRZYKEAD 3

Ile jest wynikéw podczas dwukrotnego rzutu monetg?

Wypiszemy je wprowadzajac oznaczenia: O — wypadniecie orla, R — wylosowanie reszki.

Wyniki: Ilosowanie: O, (zaktadamy jako jedng z dwoch mozliwosci),
IT losowanie: O lub R, (niezaleznie od wyniku I rzutu),
lub: I losowanie: R, (jeslinie orzel, jak zatozylismy wcze$niej, to musi by¢ reszka),

IT losowanie: O lub R.  (niezaleznie od wyniku I rzutu).
Ostatecznie wiec, wypisujac wyniki w postaci par wynikéw mamy: (O, O) lub (O, R) lub
(R, O) lub (R, R).

Odp.: Podczas dwukrotnego rzutu monetg mozliwe sg cztery wyniki.

Wyniki mozna ilustrowaé drzewkiem. Zilustrujmy sytuacje z przyktadu 3.

Start:
(¢} R wyniki pierwszego rzutu

O R (¢} R wyniki drugiego rzutu

Liczba punktéw na najnizszym pietrze to liczba wynikéw. Spisujemy je schodzac z géry na
dot, od najwyzszego rozgalezienia (na poziomie ,,Start”) do kazdego z najnizszych punktow.
Wyniki: (O, O), (O, R), (R, O), (R, R).

PRZYKEAD 4

Ile jest wynikéw podczas rzutu trzema monetami?

wyniki rzutu pierwsza moneta

wyniki rzutu druga moneta

(€] R (6] R (€] R (0] R wyniki rzutu trzecig moneta
Zapisujemy wyniki (od lewej strony): (O, O, O), (O, O, R), (O, R, O), (O, R, R), (R, O, O),
(R, O,R), (R, R, 0), (R, R, R).

Odp.: Jest osiem wynikow rzutu trzema monetami.

Tak samo wygladataby odpowiedz na pytanie: ile jest wynikéw trzykrotnego rzutu moneta.
Poziom ,wyniki rzutu pierwszg monetg” nazywalby sie wowczas ,wyniki pierwszego rzutu’,
poziom ,wyniki rzutu drugg monetg” nazywalby si¢ ,wyniki drugiego rzutu” itd.

Rysowanie drzewka daje mozliwo$¢ przesledzenia i zapisania wynikéw. Czasem bywa to
trudne, a nawet niemozliwe.

KOMBINATORYKA « 159
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ZADANIE 4

Ania zamierza w najblizszym tygodniu i$¢ na basen. Nie moze tego zrealizowa¢ w poniedziatek
z powodu zaje¢ gry na instrumencie. Ponumerowata dni od wtorku do niedzieli cyframiod 1
do 6 i chce wylosowac¢ dzien, w ktérym poéjdzie na basen, rzucajac szeScienng kostka do gry.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia:
A - Ania wylosuje niedziele.

B - Dniem wyjscia na basen nie bedzie wtorek.

C - Dzien wyjscia na basen wypadnie nie wcze$niej niz w piatek.

Rozwiazanie:

Q={1,2,3,4,56  LQ)=

={6} L(A)=1
L(A) 1
P(A) = Q) 6
B=1{2,3,4,5,6} L(B)=5
L(B) 5
P(B) = Q) 6
B={4,5,6} L(C)=
L) 31
POt~ 6 2
ZADANIE 5

Wypisujemy wszystkie wyniki rzutu szescienng
kostka do gry.

Wypisujemy wyniki zdarzenia: wypadta liczba 6
(niedziela).

Wypisujemy wszystkie wyniki zdarzenia: wypadt
dowolny dzie oprécz wtorku, czyli $roda, czwar-
tek, piatek, sobota, niedziela.

Wypisujemy wszystkie wyniki zdarzenia, wypadt
dzien nie wezesniejszy niz piatek, czyli piatek,
sobota lub niedziela.

Z urny przedstawionej na rysunku losujemy bez zwracania dwie kule. Okre$l zbiér zdarzen
elementarnych tego doswiadczenia losowego. Podaj zbiory zdarzen sprzyjajacych i oblicz

prawdopodobienstwa nastepujacych zdarzen:

- obie kule bedg biafe,
B - obie kule bedg szare,
C - kule bedg innego koloru,
D - co najmniej jedna kula bedzie szara.

Rozwiazanie:

b s s I losowanie

s s b s b s II losowanie

b — biafa kula, s — szara kula.
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Q) = {bs, bs, sb, ss, sb, ss} L(Q) =

_ _ Nie istnieje zdarzenie sprzyjajace wylosowaniu
A=10} L@A)=0 dwach biatych kul.
p(a)= L) _0_
B L)) 6 B zdarzenie niemozliwe

Wylosowanie dwoch kul biatych jest niemozliwe.

B = {ss, ss} L(B) =
oy LB _2 1
L) 6 3
Prawdopodobienstwo wylosowania dwoch szarych kul wynosi =
C = {bs, bs, sb, sb} L(C) =
LIC) 4 2
P(C)= ( ) —==
LQ) 6 3

2
Prawdopodobienstwo wylosowania kul réznych koloréw wynosi 3
= {bs, bs, sb, ss, sb, ss} L(D) =
po) - _S_ |
L)) 6 zdarzenie pewne

Wylosowanie co najmniej jednej kuli szarej jest zdarzeniem pewnym.

ZADANIE 6 (Poréwnaj z zadaniem 5)

Z urny przedstawionej na rysunku losujemy dwie kule ze zwracaniem, czyli w taki sposéb, ze
wylosowana kula wraca do urny i bierze udzial w kolejnym losowaniu. Okre$] zbiér zdarzen
elementarnych tego do$wiadczenia losowego. Podaj zbiory zdarzen sprzyjajacych i oblicz
prawdopodobienstwa nastepujacych zdarzen:

- obie kule bedg biate,
B - obie kule bedg szare,
C - kule bedg innego koloru,
D - co najmniej jedna kula bedzie szara.

Rozwigzanie:

b s S 1 losowanie

b — biafa kula, s — szara kula.

b s s b s s b s s IIlosowanie
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