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Wstep

Drogi Uczniu!

Trzymasz w rekach czwarta czes¢ serii Korepetycje matematyka — liceum, prze-
znaczona dla uczniéw klasy czwartej. Zapewne w trzech poprzednich latach nauki
korzystale$ z wczeéniejszych czesci serii, wiec wiesz juz, ze te ksiazki naprawde ula-
twiaja zrozumienie matematyki. Jednak jezeli pierwszy raz spotykasz sie z naszg seria,
to goraco Ci ja polecamy. Ta ksigzka w pelni zastapi kosztowne korepetycje i przy-
gotuje Cie do matury!

W ksiazce znajdziesz pie¢ dzialéw: Rachumnek prawdopodobieristwa; Proste
i plaszczyzny w przestrzeni; Graniastostupy i ostrostupy; Bryly obrotowe; Dowody
twierdzern. Kazdy z nich zawiera dokladnie wyjasnione zagadnienia teoretyczne
z przykladami, dzieki ktorym kazde zagadnienie staje sie zrozumiale. Wszystkie zada-
nia w ksigzce sa rozwiazane krok po kroku, a rozwiazania opatrzono komenta-
rzami, ktére umozliwiajg przesledzenie toku postepowania i zrozumienie, jak nalezy
rozwigzywac takie zadania.

Dodatkowo publikacja jest przemyslana graficznie, czytelna i przejrzysta, dzieki
czemu pracuje sie z nig szybko i przyjemnie.

Czwarta cze$¢ zupelnie nowej odslony serii Korepetycje matematyka — liceum to
publikacja zgodna z aktualng podstawa programowa i zawierajaca caly wymagany
material.

Zyczymy Ci wigc samych sukceséw na lekcjach matematyki i na egzaminie
maturalnym — i nie mamy watpliwosci, ze korzystajac z naszych Korepetycji, z tatwo-
$cia je osiagniesz!

Autorka
i Wydawnictwo GREG



Rozdziat I
Rachunek
prawdopodobienstwa

KOMBINATORYKA

Kombinatoryka to sztuka liczenia. Polem jej zainteresowan jest wyznaczanie liczby
element6éw zbioréw skonczonych, utworzonych zgodnie z okreslonymi zasadami.
Narodzita si¢ dzieki grom hazardowym, a rozwoéj zawdziecza gltéwnie rachunkowi
prawdopodobienstwa, gdzie znajduje szerokie zastosowanie przy wyznaczaniu ilo-
$ci zdarzen elementarnych.

Symbolem n! (czytaj: # silnia) oznaczamy iloczyn kolejnych liczb naturalnych od
1 do n wlacznie.
n=1-2.3-4.-....n
inaczej:

n — 1 to liczha naturalna poprzedzajaca liczbe n,
n=n-n-1)-n-2)-...-3.2-1 a liczba n — 2 to liczba poprzedzajaca liczbe n — 1.
Ponadto przyjmuje sie, ze 0! = 1.

Zatem:

ldlan=0
nl= N, —w ten sposéb oznaczamy zbidr liczb naturalnych
n-(n-1)-(n-2)-...-3-2-1dlan eN, dodatnich, tzn: N, =N\ {0}
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PRZYKLAD 1

=1 6!=6-5-4.3.2.1=720

20=2.1=2 71=7-6-5-4.3.2.1=5040
31=3.2.-1=6 81=8.7.6-5-4-3.2.1=40320
4'=4.3.2.1=24 91=9.8.7.6-5-4.3.2.1=2362880
5'=5.4.3.2.1=120 10'=10-9-8.-7-6-5-4-3.2.1 = 3628800
REGULA MNOZENIA

Jezeli doswiadczenie mozemy podzieli¢ na dwa etapy, pierwszy z nich wykonamy
na 7, sposobdw, a drugi na 7, sposobdw, to cate doswiadczenie mozemy wykonac
na#, - n, sposobow.

Bardziej ogélnie:

jezeli do$wiadczenie mozemy podzieli¢ na m kolejnych etapow, takich, ze w pierw-
szym etapie jest 7, sposobéw, w drugim — #, sposobéw, ..., w m-tym — n_ sposo-
béw, to moc zbioru wynikéw doswiadczenia jest réwna iloczynowi:

1 M 2 Cees m
REGULA DODAWANIA
Jezeli mamy wybrac¢ pewien element z dwdch zbioréw A i B, przy czym zbiér A ma

n, elementéw, a zbiér B ma n, elementéw i zbiory te nie maja wspélnych elemen-
téw, to wyboru tego mozemy dokona¢ na doktadnie #, + 1, sposobéw.

Bardziej ogélnie:

jezeli zbiér wszystkich wynikéw mozemy podzieli¢ na m podzbioréw takich, ze
w pierwszym podzbiorze jest 7, wynikéw, w drugim — n, wynikéw, ..., w m-tym —
n, wynikéw i wyniki te s rézne, to wszystkich wynikéw jest:

I’ll+l’12+...+}’lm

Oblicz:
8! 6! .5 91 — 71 251 + 26!
Ao PEiar 9 T D g6 —os
Rozwiazanie:
Ad a)
8l 61.7.8 56 81=1.2.3-4.5.6.7-8=6!.7-8

56 6!

6! 6! 1 Skracamy licznik i mianownik przez 6.



AdDb)

6!.5! 41.5.6

54l 4 26730
Ad¢)

91 -7 7!.(8-9-1) 8.9-1
71.31°  71.31 31

72-1 71 5

1-2-3 6 6
Ad d)

25! +26! 25! + 251 .26 _
26! - 25! 25026~ 25!

_25!-(1426) _1+26_27 _, 2

S 25!1.(26-1) 26-1 25 25

Odp.:a) 56  b) 30; ¢ 112;

6

Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenia:

n! (n+1)!
D w2l P
Rozwiazanie:
Ada)

n!  (m-2)!-(n-1)-n_
(n-2)1" (n—2)! B
_(”_11)'”_”2_”

AdDb)
(n+1)! n!-(n+1)
n! - n! =+l

Odp.:a) n>—n; b) n+1.

Kombinatoryka

Skracamy licznik i mianownik przez 5!.
Ponadto6!=1-2-3-4-5-6,

41
wiec licznik i mianownik skracamy przez 4!.

91=71-8-9
W liczniku wytaczamy 7! przed nawias, a nastepnie
skracamy licznik i mianownik przez 7!.

260=1-2-...-25-26

25!
Wytaczamy 25! przed nawias w liczniku i mianow-
niku, nastepnie skracamy licznik i mianownik przez
251

m=1-2-3-...-(n=2)-(n=1)-n
(n-2)!
Skracamy licznik i mianownik przez (n — 2)!.

(n41)!=1-2-3-...-(n=1)-n - (n+1)

Skracamy licznik i mianownik przez n!.
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[(n+D)'T

Sprawdz, czy prawdziwa jest réwno$¢: P oy =n (n+1).

Rozwigzanie:

Zajmiemy sie przeksztalceniem lewej strony réwnosci:

L:(n+1)! ‘(n+1)!:(n+1)! ) (n+1)!

[(n+ )=+ (n+1)!

n! - (n—-1)! n! (n-1)!
=71!'(”+1) . (”—1)1‘”‘(”"‘1): (n+1M'=nl-(n+1)
n! (n—1)!
=mn+1)n-m+1)=n(n+1>2=P (+1=@m-1)-n-(n+1)
Zatem L = P.

Odp.: Dana rownosc jest prawdziwa.

PERMUTAC]E
Permutacja zbioru n-elementowego (n € N ) nazywamy kazdy n-wyrazowy ciag
utworzony ze wszystkich elementéw danego zbioru n-elementowego.

Z permutacjami danego zbioru mamy do czynienia wtedy, gdy porzadkujemy
elementy danego zbioru (kolejno$¢ elementdéw jest tutaj istotna).

ZADANIE 4

Ankieta ma by¢ zlozona z trzech pytan: A, B i C. Na ile sposobéw mozna ja ulozy¢,
zmieniajac tylko kolejnos¢ pytan?

Rozwigzanie:
) ) o o Kolejnos¢ ustawienia elementdw jest istotna. Kazde
Wypiszmy wszystkie mozliwe ustawienia: z tych szedciu ustawien jest ciagiem 3-wyrazowym,

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. azyli permutacja zbioru {A, B, C}.

Odp.: Jest 6 mozliwych sposobéw ulozenia kolejnosci pytan w ankiecie.



Rozdziat I1

Proste i ptaszczyzny
W przestrzeni

WZAJEMNE POLOZENIE DWOCH
PROSTYCH W PRZESTRZENI

Plaszczyzna to pojecie pierwotne, czyli pojecie elementarne, ktéore wprowa-
dzamy bez definiowania.

Plaszczyzne w sposéb jednoznaczny okreslaja np.:

« trzy niewspoélliniowe punkty (punkty nielezace na jednej prostej),

» prosta i punkt nienalezacy do tej proste;j,

« dwie rézne proste réwnolegte,

» dwie proste przecinajace sie.

Plaszczyzny oznaczamy literami greckiego alfabetu o, 3, ¢, podobnie jak katy.

Proste réwnolegle: proste niemajace punktéw wspdlnych i lezace na jednej plasz-
czyznie lub proste pokrywajace sie.
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Ad ¢) Przykladem prostych prostopadlych H G
nieprzecinajacych sie (czyli przykla- | F
dem prostych skosnych, dla ktérych '
istnieje prosta réownolegla do jednej
z tych prostych prostopadia do drugiej)
jest np. AEi CB.

WZAJEMNE POLOZENIE PROSTEJ I PLASZCZYZNY

Prosta rownolegla do plaszczyzny: prosta jest réwnolegla do plaszczyzny, gdy
nie ma ona zadnych punktéw wspélnych z plaszczyzna lub zawiera sie w tej ptasz-
czyZnie.

Prosta przecinajaca (przebijajaca) plaszczyzne: prosta majaca dokladnie jeden
punkt wspoélny z dang plaszczyznag.

/
J




Rozdziat 111
Graniastostupy
i ostrostupy

OBJETOSC I POLE POWIERZCHNI GRANIASTOSLUPA

Graniastostup jest to wieloscian posiadajacy podstawy w,, w, bedace przystaja-
cymi wielokatami zawartymi w réznych plaszczyznach réwnoleglych, ktérego
$ciany boczne sa réwnoleglobokami.

H G
A,B,C,D, E, F, G, H— wierzchotki graniastostupa,
£ ~ czworokaty ABCD; EFGH — podstawy graniastostupa,
\ odcinki A, BF, (G, DH — krawedzie boczne grania-
E stostupa,
D C odcinki AB, DC, AD, BC, EF, HG, EH, FG — krawedzie

podstawy graniastostupa,
wielokaty ABFE, D(GH, B(GF, ADHE — Sciany boczne
graniastostupa.

A \
B
Wyrézniamy dwa podstawowe rodzaje graniastostupéw:

« graniastostup pochyly,
« graniastostup prosty.
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Mozemy wiec policzy¢ pole tego tréjkata:
1 1
P,=Jah=7-6\3-3=9\3 e’

Zajmijmy sie teraz polem powierzchni boczne;j.
Sklada si¢ ona z trzech prostokatéw o wymiarach: 10 cm x 6 cm, 10 cm x 6 cm, 10 cm

X 6\/§ cm.
P, =10-6+10-6+10- 6\/§ 10 cm — wysokosc¢ graniastostupa.
P, =60+60+60~/3 =120+ 60+/3 cm?

Zatem pole catkowite wynosi: F=2P,+P,

P =2-94/3+120+60/3 =183 +120+ 60~/3 =120 +78+/3 cm?

Odp.: Pole powierzchni graniastostupa wynosi 120+ 78\/3 cm?.

Podstawg graniastostupa prostego jest trapez réwnoramienny o bokach dlugosci
24 c¢m, 10 cm, 12 cm, 10 cm. Oblicz wysoko$¢ tego graniastoslupa, jesli jego pole
boczne wynosi 1400 cm?.

Rozwigzanie:

Pole boczne to suma pél wszystkich scian bocznych.
Prosta metoda na obliczenie pola powierzchni bocz-
nej jest pomnozenie obwodu podstawy graniasto-
stupa przez jego wysokosc.

P, = obwdd podstawy - wysokosc graniastostupa

Obliczmy wigec obwéd podstawy:
Obw =24+ 12 + 10 + 10 = 56 cm

Tworzymy réwnanie:
1400 = 56 - H, gdzie H — wysoko$¢ graniastostupa.
H=25cm

Odp.: Wysokos$¢ graniastostupa wynosi 25 cm.



Rozdziat IV
Bryly obrotowe

Brylami obrotowymi nazywamy bryly, ktére pow-
staja przez obrét figury ptaskiej f wokdt prostej k,
zawartej w plaszczyznie zawierajacej figure f.

Prosta k nazywa sie osia bryly obrotowe;j i jest jedno-
czesnie jej osia symetrii.

Najbardziej popularne bryly obrotowe to: walec
(powstaly przez obrét prostokata), stozek (powstaty
przez obrét trojkata prostokatnego) oraz kula

(powstata przez obrét pétkola).

walec stozek kula




76 Bryty obrotowe

Oblicz objeto$¢ walca, ktérego przekrdj to kwadrat o przekatnej majacej diugosé 6~/2.

Rozwiazanie:

Przekatna kwadratu ma dlugo$c¢ 6+/2.

o H 6 = .
62 Wzor na przekatna kwadratu: d a2

Tworzymy réwnanie:
a2 =62 /:\2
a=06
Zatem $rednica podstawy i wysoko$¢ walca maja te sama diugo$¢ réwna 6.
H=6
r=6:2=3

= . 2- =
V=n-3"-6=54n v

Odp.: Objetos¢ walca jest rowna 547 cm?.

Pole powierzchni catkowitej walca jest cztery razy wieksze od jego pola powierzchni
bocznej. Oblicz promien postawy tego walca, jesli jego objetos¢ wynosi 727 cm?.
Rozwigzanie:

Z tresci zadania wiemy, ze PC = 4Ph oraz,ze V="72m.
Zatem:

) 4. P =2

2nr* + 2nrH = 4 - 2nrH sz Imit 2t
2nr? + 2nrH = 8nrH | — 2nrH

2nrt=6nrH [/ :2nr,r>0

r=3H

Wyznaczamy z tego rownania dfugos¢ promienia.



Rozdziat V
Dowody twierdzen

Kazde twierdzenie w matematyce ma swoj dowdd, czyli Sciste, przebiegajace zgod-
nie z ustalonymi regutami uzasadnienie danego stwierdzenia.

Dzieki zrozumieniu dowodéw matematycznych mozna w tatwy spos6b uogélniac
zaleznosci. Przeprowadzanie dowodéw matematycznych uczy wiec logicznego
myslenia.

Istnieje wiele metod dowodzenia. Ponizej znajduje sie kilka zadan dotyczacych
dowoddw, ktére zawarte sa w podstawie programowej. Najczesciej udowadniamy
je metoda ,wprost’, ale sa tez dowody ,nie wprost’, ktére sa szczegélowo wyja-
$nione.

Udowodnij, ze istnieje nieskorniczenie wiele liczb pierwszych.

Rozwiazanie:

Zatézmy, ze istnieje skoriczona liczba liczb (z¢sta metoda dowodzenia twierdzert matematycz-
pierwszych PpPy D, nych jest dowodzenie nie wprost. Dowdd nie wprost

polega na zatozeniu zaprzeczenia twierdzenia, ktore
ZdeﬁninmY hCZbQ: chcemy udowodnic, i doprowadzeniu do sprzeczno-
k= p, P, D, i rozwaZmy k+ 1. Sci. Wykazujemy, ze jesli nasze twierdzenie jest nie-

prawdziwe, jestesmy w stanie udowodnic jakas teze,
ktora jest w sposob oczywisty fatszywa.

k+1l=p -p,-...-p +1

Zauwazmy, ze liczba k + 1 nie dzieli sie przez zadng z liczb p,, ..., p, (bo przy dzie-
leniu przez kazda z nich daje reszte 1), wiec musi to by¢ liczba pierwsza (bo nie ma
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Ad. 3.

Korzystajac wiec z definicji funkcji sinus dla tréj-

kata prostokatnego A BC, otrzymujemy: ¢
, |BC| 4 A
sinot = =—
|A,B 2R

Przeksztal¢my powyzsze réwnanie:

. a
sinob=— /-2R
2R A .BI > 2R

sina-2R=a /:sina R — promien okregu opisanego na trojkacie.

a . .,
R=— , co nalezalo udowodnic¢.
sina

Gdy o jest katem rozwartym.

Na rysunku obok poprowadzilismy $red-
nice A B.

Tréjkat A CB jest prostokatny.

Katy BAC i BA,C sa oparte na tukach,
ktére w sumie daja caly okrag (ich suma
miar musi wiec da¢ polowe miary kata
pelnego).

|<BAC| +|<BA,C| = 180°

Zatem ich miary mozemy zapisa¢ nastepujaco:

|<BAC| = ai |<BA,C| = 180° -

Korzystajac wiec z definicji funkcji sinus dla tréjkata prostokatnego A CB,
otrzymujemy:

| C| 4 sin o, = sin (180° - o)
sin(180°—a) = =

|AB| 2R
Przeksztal¢my powyzsze rownanie:

o= .
smcx-2R /2R

sina-2R=a /:sina

R— promien okregu opisanego
na tréjkacie.

a . .,
R=— , co nalezalo udowodnic¢.
sina
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Z powyzszych rozwazan wynika, ze niezaleznie, czy kat o jest prosty, ostry, czy roz-

. . a . . . - i
warty, rowno$¢ — o 2R jest prawdziwa. Pozostalych réwnosci dowodzi sie analo-
L sin
gicznie.

Udowodnij twierdzenie o dwusiecznej kata. Jesli prosta CD jest dwusieczna kata ACB
AD| |AC

w trojkacie ABC i punkt D lezy na boku AB, to u = u .
|BD| |BC]|

Rozwiazanie:

Niech |AD| =y, |DB| = x

|AC| = b, |BC| =a
Rysunek obok obrazuje sytuacje opisana w twier-
dzeniu, ktére mamy udowodnic.

Y

Naszym zadaniem jest wiec udowodni¢, ze zachodzi réwno$é —=—.
x

Przyjmijmy, ze |[<ADC| = B. Wtedy |<BDC| = 180° — B, gdyz sa to katy przylegle.

Suma katéw przylegtych wynosi 180°.

A y D x B

Skorzystajmy z twierdzenia sinuséw dla tréjkatéw ADC i BDC:

Twierdzenie sinuséw: w dowolnym tréjkacie sto-

sunek dtugosci bokéw do sinuséw przeciwlegtych
y b katdu st rurny éredhn .
- =— atow jest réwny srednicy okregu opisanego na tym
sino.  sinf . a b«
trojkacie: ——=—o=——=
sinot  sinf siny
oraz:
X a

sina - sin(180°—[3) sin (180°— B) =sin B

L . . . X a
Drugie réwnanie ma wiec postaé: ——=——.
sinot  sinf}
. . . . . - asino
Przeksztal¢my to réwnanie: xsin § = a sin o, czyli: sinf=———.

Podstawmy te réwnos¢ do pierwszego rownania.



Pewniak lektury Grega.
natesde” 7aufaj sprawdzonej marce!

Najnowsze wydania zawieraja
odpowiedzi na pytania z podrecznikow i testow.

o Wertera

Ludzie
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| Kordian

Petnej oferty szukaj w najlepszych ksiegarniach.
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WYDAWNICTWO EDUKACYJNE

SCIAGA

Nowa Scigga jest przeznaczona dla wszystkich uczniéw, ktérzy rozpoczynaja nauke w szkole
sredniej po najnowszej reformie systemu edukacji.

Obejmuje lektury obowiazujace w zakresie podstawowym, ktére beda wymagane na sprawdzia-
nach oraz maturze z jezyka polskiego. Kazda z ksigzek zostata dokfadnie oméwiona i streszczona
oraz uzupetniona notka biograficzna autora lub autorki. W Sciggach zamieszczono réwniez ana-
lizy i interpretacje wymaganych na jezyku polskim wierszy oraz opisano cechy charaktery-
styczne kazdej epoki literackiej.

Ksigzki zostaty napisane przystepnym, zrozumiatym jezykiem. Beda doskonata pomoca przed
odpowiedzia, sprawdzianem i egzaminem maturalnym w nowej szkole.

Nowoczesna i przejrzysta szata graficzna utatwi zapamietywanie!
Polecamy!
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Nowe KOREPETYCJE MATEMATYKA obejmuja wszystkie zagadnienia
z podstawy programowej z zakresu podstawowego. Kazdy dziat posia-
da rozbudowang czes¢ teoretyczng wraz z przyktadami, ktéra przystepnie
wyjasnia wszystkie nowe zagadnienia, a takze przypomina potrzebne infor-
macje z wczesniejszych lat nauki. Zadania odpowiadajg typom zadan,
jakie beda pojawiac¢ sie na klaséwkach i sprawdzianach. Rozwigzanie
kazdego zadania zostato oméwione krok po kroku, dzigki czemu mozna
przeanalizowac i zrozumie¢ tok dziatania. Uktad dzialéw w poszcze-
golnych czesciach serii odpowiada najpopularniejszym podrecznikom.
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SCIAGA

najlepsza pomoc
z jezyka polskiego!

nowa podstawa!
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