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Wstep

Drogi Uczniu!

Masz przed soba trzecia cze$¢ serii Korepetycje matematyka — liceum, przezna-
czong dla uczniéw klasy trzeciej. Zapewne we wczesniejszych klasach wykorzystywa-
tes do nauki czesc¢ pierwsza i druga, wiec wiesz juz, ze dzieki tym ksiazkom naprawde
mozna zrozumie¢ matematyke. Jednak jezeli to Twoje pierwsze zetkniecie z ta seria,
to goraco Ci ja polecamy. Ta ksiazka w pelni zastapi kosztowne korepetycje!

W ksiazce znajduja sie cztery dzialy: Fumkcja wyktadnicza i logarytmiczna;
Ciggi; Geometria analityczna; Statystyka. W kazdym z nich znajdziesz doklad-
nie wyjasnione zagadnienia teoretyczne wraz z przykladami, dzieki ktérym kazde
zagadnienie fatwo mozna zrozumie¢. Wszystkie zadania w ksigzce sa rozwiazane
krok po kroku, a rozwiazania opatrzono komentarzami, ktére umozliwia Ci prze-
$ledzenie toku rozumowania i zrozumienie, jak rozwiazuje sie takie zadania.

Dodatkowo publikacja jest przemyslana graficznie, czytelna i przejrzysta, dzieki
czemu pracuje sie z nig szybko i przyjemnie.

Trzecia cze$¢ zupelnie nowej odstony serii Korepetycje matematyka — liceum to
publikacja zgodna z aktualng podstawa programowa i zawierajaca caly wymagany
material.

Zyczymy Ci wigc samych sukces6w na lekcjach matematyki — i nie mamy wat-
pliwosci, ze korzystajac z naszych Korepetycji, z fatwoscia je osiagniesz!

Autorka
i Wydawnictwo GREG



Rozdziat I
Funkcja wyktadnicza
i logarytmiczna

PRZYPOMNIENIE DZIALAN NA POTEGACH

Przypomnijmy podstawowe wzory dotyczace dziatan na potegach:
Jeslix,y e Ria, b € R, to:

O e @l =@ g e P = A = gl

ca :a’=a""’ (iz a"y) s B0 F2 = FHE) = Foid = G

a}’

L o1

o (@Y =a*’ np. (7’2 )E =7 2=7"
b= (ab)* np:4.72=(4.7) =28



8 Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna

DEFINICJA I WELASNOSCI FUNKCJI WYKLADNICZE]J

Funkcja wykladnicza nazywamy funkcje f (x) = a*, gdzie x € R (zbidr liczb rzeczy-
wistych) i a jest ustalong liczba dodatnig.

Npsf (=2 f@=(3), s=c1r
Wtasnosci:

—gdya € (0,1) (lub inaczej 0 < a < 1), to funkcja wykladnicza jest malejaca (tzn.
wraz ze wzrostem argumentow maleja wartosci funkcji, czyli dla dowolnych
dwéch argumentéw x, x,:

x, < x, wtedy i tylko wtedy, gdy a™ > a™

1V (1Y, 1.1
np:2<3 ale (g) >(§) bo §>f
—gdy a € (1, +o) (lub inaczej a > 1), to funkcja wykladnicza jest rosnaca (tzn.

wraz ze wzrostem argumentéw rosng wartosci funkeji, czyli dla dowolnych
dwéch argumentéw x , x.:

x, < x, wtedy i tylko wtedy, gdy a™ < a™
np:2<3 i 3*<3*bo9<27

— funkcja wykladnicza przyjmuje tylko wartosci dodatnie (tzn. wieksze od
zera).

Funkcja wyktadnicza f(x) = a* dla @ € R \{1} jest réZnowarto$ciowa, czyli dla
dowolnych dwéch argumentéw x , x, zachodzi warunek:

a" = a” wtedy i tylko wtedy, gdy x, = x,



Definicja i wtasnosci funkcji wyktadniczej 9

Przeanalizujmy ponizsze wykresy.

Wykres I, a € (1, +o0)

Q) f@W)=2 a=2 e
Obliczymy przykladowe war- gly=4 y =2
tosci funkcji f. ;
=2 f(D=27=7 :

1 5
:—1 —1 =21_-=
x fED=2"=5 )
x=0 f(0)=2°=1 s
x=1 f(1)=2'=2 :
x=2 f(2)=2*=4
x=3 f(3)=2%=8 -6 -5 —4 -3 2 —1_;) 1 2 3 4 x

b) f(x) = 3*| obliczenia wykonu-
c) flx) =4 jemy analogicznie

Wykres nie przecina osi OX, funkcja ro$nie w calej swojej dziedzinie.

Wykres I1, a € (0, 1)

o fe=(3) a-1 -
np.: x = —2 f(—2):(%)_2:4
x=-1 f(—1)=(%)_1:2
x=0 f(O):(%)(::l (-
x=1 f(l)—(%) =% 4 3 2 -1_;) 1 2 3 4 5 X

b) f(x) = @)

O f)= (i)

Wykres nie przecina osi OX, funkcja maleje w calej swojej dziedzinie.

obliczenia wykonujemy analogicznie



18 Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna

Oblicz:
a) log, 3
3

b) log 1000
c) logo,25 16
d) log,(log 100)

e) log\/ﬁ

9
f) logl‘s Z

g) log 1
Rozwigzanie:

Ada) log,3=-1
3

Adb) log1000 = 3

Ad¢) log,,.16 = -2

Ad d) log,(log100) =log,2 = 1
Ade) log\10 =%

Adf) log,, %: 2

Adg)log1=0

i
(3) 33

10° = 1000

Jesli nie ma podanej podstawy logarytmu, to loga-
rytm jest dziesietny:

log 1000 = log, 1000

1
0,25—1

A
(Z) =4=16

Najpierw wykonujemy dziatanie w nawiasie:
log 100 =2, bo: 10?= 100
log,2=1,b02"=2

1
J10=10

1
zatem: log~/10 =1og10? =%

4]
1,5—12
zatem: (

a@=1,zatem: =1

N | wo

P9

3) .2
2) 4

N————



Definicja i wtasnosci funkcji logarytmicznej 19

Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu pewnej liczby:
a) 3 +log, 4
b) 3log,10 -2
c) 4log, 5-3
Rozwiqzanize:
Ad a) Aby wyrazenie 3 + log, 4 zapisa¢ w postaci logarytmu, liczbe 3 zamieniamy na
logarytm o takiej samej podstawie, jaka ma logarytm w tym wyrazeniu:
3 =log,27 P=27
Zatem:

log,27 +log, 4 = log,(27 - 4) = log, 108

Korzystamy ze wzoru:
log,x+log,y=log, (x-y)dlax,y>0,a>0,a=1.

Korzystamy ze wzor6w:
Adb) 3log,10-2=log, 10’ —log, 4 = log, x—log, J/=|09,,§, log, x"=rlog, x
dlax,y>0,a>0,a+1
_ _ _ 1000 _
=log, 1000 -log, 4 =log, 2 - log, 250 g4 2,bo
2=4
1
Adc) 4Iog15—3=10g154—log1§= log, +=3,bo
2 2 2 38

: of

~log, (625 :l) = log, 5000
3 8 3

Podaj wzdr funkcji logarytmicznej, do ktérej nalezy punkt A(27, 3).

o=

=log, 625—-log

1
2 2

Rozwiazanie: f(x)=log,xdlax>0,a>0,a#1

Podstawiamy nasz punkt do wzoru funkgji: 3 = log_ 27.
Powstaje wiec réwnanie:

a’=27 3¥=2
a=3
Wzér funkgji: f(x) = log, x.



20 Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna

ZADANIE 4

Podaj zbiér wartosci funkcji f(x) = log, x, ktérej dziedzina jest przedziat (2, 4).

Y

f(x) = log, %

N W B

Rozwiazanie:

Abyrozwiazad to zadanie, musimy obliczy¢ warto$c tej funkcji dla kraricéw przedziatu:

f2) =log,2=1 s
f(4) =log,4 =2 L
Y
* f(x) = log, %

Odp.: Zbiorem warto$ci funkcji f(x) = log, x, ktérej dziedzina jest przedziat (2, 4),
jest przedziat (1, 2).



Zastosowanie funkcji wyktadniczej i logarytmicznej 21

Dla jakich warto$ci parametru m funkcja f(x) = log, x jest rosnaca?

Rozwiazanie:

Funkdja f(x) = Iogax dlax>0,a>0, a1 jest

Funkcja f(x) = log, «x jest rosnaca, gdy 2m > 1. rosnaca dlaa> 1.

Rozwigzujemy wiec nieréwnosc¢:
2m>1 [:2

m>2
2

Odp.: Funkcja f(x) = log, x jestrosnacadlame (%,w).

ZASTOSOWANIE FUNKCJI WYKLADNICZE]
I LOGARYTMICZNE]

Funkcja wykladnicza przydaje sie do opisu wielu zjawisk zachodzacych w codzien-
nym zyciu. Stosujemy ja do opisu wielkosci, ktére zmieniaja sie¢ w stalym tem-
pie, czyli rosna lub maleja o taki sam procent w takich samych odcinkach czasu.
Charakterystyczne dla nich jest to, ze od pewnego momentu ich przyrost jest
duzo szybszy od wzrostu liniowego. Przeciwna sytuacja dotyczy spadku w tempie
wykladniczym — jest on wolniejszy od spadku w tempie liniowym. Przyklady zja-
wisk zwigzanych ze wzrostem lub spadkiem wykladniczym znajdziesz w naukach
spolecznych (gospodarce, demografii), chemii, biologii.

PRZYKLAD 1

Do okreslenia liczebnosci osobnikéw danej populacji uzywamy wzoru:
L(t) = L(0) - a

gdzie:
L(0) — poczatkowa liczba osobnikéw w populacji
a>0

Obserwujemy kolonie bakterii. Na poczatku obserwacji naliczylismy 800 osobnikéw.
Na skutek rozmnazania ich liczba co godzine wzrasta o 10%. Ile bakterii bedzie liczy¢
kolonia po 3 godzinach, ile bedzie ich po 5 godzinach, a ile po 10?

Liczbe osobnikéw obliczymy ze wzoru:

L(t) =800-1,1° a=1,1gdyz wzrost liczby bakterii jest 0 10%.
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ZADANIE 4

Oblicz natezenie wydawanego przez startujacy samolot dzwigku, ktérego poziom
natezenia wynosi 110 dB.

Rozwigzanie:

Zgodnie z przykltadem 3 poziom natezenia dzwieku okresla wzor:

1
L=10log| — [=110dB
g(lo) I0=10712

gdzie:
L — poziom natezenia dzwieku
I — natezenie dzwieku
I, — natezenie dZwigku odniesienia, wynoszace 10~> W/m?

L=110dB

Podstawiamy do wzoru nasze dane z zadania: i
=

110=10 log( ) /:10 Korzystamy z definicji logarytmu.

107"

1
11 =tog(

1

0—12

/ . 10—12

10" =
1
10 =1
1

I=—
10

Odp.: Natezenie dzwieku wynosi %W/ m’.



Rozdziat 11
Ciagi

MONOTONICZNOSC CIAGU LICZBOWEGO

Ciggiem nieskonczonym nazywamy funkcje okreslona na zbiorze liczb natural-
nych dodatnich, a wartos$ci funkcji — wyrazami ciagu i oznaczamy go w nastepu-
jacy sposéb: (a ) lub (a, a,, a., ...).

Jesli wartosci tej funkcji sa liczbami rzeczywistymi, to ciag nazywamy ciggiem
liczbowym.

Nieskoniczonym ciagiem liczbowym jest na przyktad cigg wszystkich liczb natural-
nych nieparzystych, ustawionych w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej, tj:
a,=1,a,=3,a,=5a,=7,... lubinny zapis (1,3,5,7,9, ...).

Ciagiem skonczonym n-elementowym nazywamy funkcje okre$lona na zbiorze
{1, 2,3, ..., n} i oznaczamy: (an) lub (a,, a,, G an)‘

Mamy rézne sposoby opisywania ciagéw. Mozna go opisa¢ sfowami, mozna zapi-
sac go za pomoca wzoru. W tym przypadku mozemy dany ciag zapisa¢ za pomoca
wzoru ogolnego lub rekurencyjnego.

Obliczmy kilka pierwszych wyrazéw ciagu opisanego za pomocg wzoru ogoélnego:
a =1+2n

n=1
a=1+2-1=3
n=2
a,=1+2-2=5
n=3
a,=1+2-3=7



28 Ciagi

Drugim waznym sposobem opisywania ciagu jest wzér rekurencyjny.
Obliczmy teraz kilka pierwszych wyrazéw ciagu opisanego za pomoca tego wia-
$nie typu wzoru:

a, =1
a,., =an+§
a =1
a, =a1+%=1+%=1%
a, =az+%=1%+%=1%
a, =a3+%=1%+%=1%=2
itd.

Jak wida¢, wzér rekurencyjny (indukcyjny) opisuje nam dany ciag w taki sposéb,
ze najpierw podawany jest wyraz pierwszy lub kilka pierwszych wyrazéw danego
ciggu, a wzor na n-ty wyraz podajemy w zaleznosci od wyrazéw poprzednich.

Ciag (a,) nazywamy rosnagcym wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny wyraz ciagu
(oprocz pierwszego) jest wiekszy od wyrazu poprzedniego, czyli zachodzi nieréw-
nos¢:

a, , >a lubinny zapis: a

n+1

—a, > 0 dla kazdej liczby n > 1.

1

(an ) /" wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej # wiekszej od 0 zacho-
dzi nieréwnos¢:

a .  —a >0
Ciag (a,) nazywamy malejacym wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny wyraz ciagu
(oprécz pierwszego) jest mniejszy od wyrazu poprzedniego, czyli zachodzi nie-
réwnos¢:

a,  <a, lubinnyzapis:a  —a, <0 dlakazdejliczby n>1.

+1

(an ) i wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby naturalnej n wigkszej od 0 zacho-
dzi nieréwnos¢:
a  —a <0

n+

ZADANIE 1
Wykaz, ze ciag a = n jest rosnacy.

Rozwigzanie:

Najpierw nalezy utworzy¢ wyraz nastepny danego ciagu, tzn. a_ . Aby ten wyraz
uzyskac, trzeba w miejsce n wstawi¢ # + 1, czyli:



Monotonicznos¢ ciggu liczbowego

a 1=n+1

n+

Teraz korzystamy z definicji ciagu rosnacego. Ciag jest rosnacy, gdy réznica
a, , —a, >0dlakazdegon>1.
a l—an:n+1—n:1,poniewa21>0

n+

ciag a, = n jest rosnacy, tj. (an ) e

Wykaz, ze ciag a, =n —% jest rosnacy.

Rozwigzanie:

Najpierw tworzymy wyraz nastepny, tzn. a, |, wstawiajac w miejsce n wyrazenie # + 1:
1

a,., =n+1—§

Teraz korzystamy z definicji ciagu rosnacego. Ciag jest rosnacy, gdy réznica
a,  —a, >0dlakazdegon>1.

1 1
a,.,—a, =n+1—§—(n—§)=\n\+1—g—\n\+g=1

Poniewaz 1 jest liczba wieksza od zera, wiec ciag jest rosnacy, tj. (an ) e

Wykaz, ze ciag b, = n” jest ciagiem rosnacym.

Rozwigzanie:

Najpierw tworzymy wyraz nastgpny jak w poprzednim zadaniu, tzn. 5 :
b, =n+1)

Teraz korzystamy z definicji ciagu rosnacego. Ciag jest rosnacy, gdy réznica
b, —b >0dlakazdegon>1.

n+1

bn+1_
=2 +2m+1-M2=2n+1>0

— 2 _ 2 Podnosimy do kwadratu, korzystajac ze wzoru
b,=(n+1)°—n (a+b)=a+ 2ab+ b

Zauwazamy, ze 21 + 1 jest liczba zawsze dodatnia, poniewaz n > 0 jest liczba natu-
ralng (wigksza od zera), zatem ciag b, jest rosnacy.

29
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ZADANIE 4

S _3n+1
Wykaz, ze ciag u, = )

jest rosnacy.

Rozwigzanie:

Najpierw tworzymy wyraz nastepny, tzn. u _, wstawiajagc w miejsce n wyrazenie
n+ 1

3(n+1)+1
= ( ) = 3n+3+1 = 3n+4 Opuszczamy nawias, redukujemy wyrazy podobne.

B P ) n+3 n+3
Teraz korzystamy z definicji ciagu rosngcego. Ciag jest rosnacy, gdy réznica
u,  —u, >0dlakazdegon>1.

Uy = 3n+4 3n+l_

T 34+ n+2

(3n+4)(n+2) (3n+1)(n+3)

~ (n+3)(n+2)  (n+3)(n+2)

— (3n + 4) (n + 2) — (31’1 + 1) (Vl + 3) — Wykonujemy wszystkie dziatania, mnozymy i redu-
(n + 3) (n + 2) kujemy wyrazy podobne.

Sprowadzamy do wspdlnego mianownika.

31’ +6n+4n+8—(3n2 +9n+n+3)
(n+3)(n+2)

_ }ﬁ{+6n+4n+8—}ﬁ{—9n—n—3 _

B (n + 3)(n + 2) B

_ 07 +8— 107 —3 _

~ (n+3)(n+2)

5

(n+3)(n+2)

Zauwazamy, ze otrzymany iloraz jest dodatni, poniewaz 5 jest dodatnie i # jest liczba
naturalna (dodatnia), zatem 7 + 3 jest wigksze od zera i n + 2 jest wieksze od zera.

Odp.: Ciag (u,) jest rosnacy.

Wykaz, ze ciag a, = 20 — n jest malejacy.
Rozwigzanie:
Najpierw znajdujemy nastepny wyraz ciagu, tzn. a

a,  =20-(n+1)

+1°



Rozdziat II1
Geometria analityczna

POSTAC OGOLNA ROWNANIA PROSTE]

Réwnanie y = ax + b nazywamy rownaniem kierunkowym prostej.

Zaréwno w funkgji liniowej, jak w réwnaniu kierunkowym wspoélczynnik a nazy-
wamy wspotczynnikiem kierunkowym, zas b nazywamy wyrazem wolnym.
Wspoélczynnik kierunkowy prostej 4 jest rowny tangensowi kata nachylenia prostej
do osi OX.

a=tga

N W B

-3 -2 -10 1 2 3 4
-1
7

Istnieje tez inna postac¢ réwnania prostej.

Réwnanie Ax + By + C = 0, gdzie A i B nie s3 jednocze$nie réwne 0, nazywamy
réwnaniem ogolnym prostej.

Za pomoca réwnania ogolnego mozna opisac¢ wszystkie proste, réwniez pro-
ste niebedace funkcjami, czyli réwnolegte do osi OY. Maja one réwnanie x = b,
powstaja z réwnania ogdlnego: x — b = 0, gdzie (b,0) to punkt, w ktérym ich
wykresy przecinaja o§ OX.



62 Geometria analityczna

PRZYKLAD 1

Prosta x — 1 = 0, czyli x = 1, jest rownolegta do osi OY i przecina 0§ OX w punkcie
(1,0).

-10 2 3
=1

Aby narysowac prosta o danym réwnaniu og6lnym, trzeba przeksztalcic je do réw-
nania kierunkowego, po czym narysowac wykres powstatej funkcji liniowej.

Jesli réwnanie kierunkowe nie istnieje (bo nie ma y), musimy wyliczy¢ x, wéwczas
otrzymamy réwnanie x = b i na wykresie mozemy poprowadzi¢ prosta réwnolegla
do osi OY przechodzaca przez punkt (b, 0).

PRZYKLAD 2

Dane jest réwnanie prostej w postaci ogélnej 4x + 2y — 10 = 0. Przedstaw réwnanie tej
prostej w postaci kierunkowe;j.

4x+2y-10=0

2y=—-4x+10 /:2 Przenosimy 4x i wyraz wolny na praw strone.

y=-2x+5 Dzielimy przez wspétczynnik stojacy przy y.
PRZYKLAD 3

Dane jest réwnanie w postaci kierunkowej y = gx + 5. Przedstaw rownanie tej prostej
w postaci ogélne;j.
Mnozymy przez 3, dzigki temu pozbedziemy sie utam-

1 ka.
= §x +5 /3 Przenosimy wszystkie liczby na lewa strone i porzad-
3y=x+15 kujerny.

—-x+3y—-15=0



Posta¢ ogélna réwnania prostej 63

Znajdz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A(-10, -2) oraz B(4, 6). Zapisz
je w postaci ogdlne;j.
Rozwiazanie:

Obliczmy wspoélczynnik kierunkowy prostej:
Wspdtczynnik kierunkowy prostej przechodzacej

Yo =N przez punkty A(x, y,) i B(x, y,) mozemy policzyc¢ ze
a=— .
X, — X, wzoru,_
= ) }'1.
=X
6-(-2) 8§ a4 A-10,-2)  B(4,6)
a=— 2 -8 _2 VT
4-(-10) 14 7 Yo ¥ h)
Podstawiamy wyliczony wspétczynnik kierunkowy do wzoru:
y=ax+b
_ é x+b Aby wyliczy¢ wspétczynnik b, podstawiamy do
y= 7 wzoru wspétrzedne punktu A lub punktu B.
Podstawiamy punkt A:
4
—2=—-(-10)+b
7
40
—2=——+b
7
14 + 40 _ b Wykonujemy dziatania na utamkach, sprowadzamy
7 7 do wspdlnego mianownika.
26
2_p
7
Réwnanie kierunkowe naszej prostej ma wiec postac:
4 26
=—x+=
=TT
Teraz zostalo nam przeksztalci¢ posta¢ kierunkowa w posta¢ ogdlna proste;j:
y= %x + ? /7 Mnozac przez 7, pozbedziemy sie utamkow.
7y =4x + 26

Zatem postac ogdlna prostej ma wzor:

—4dx+7y—-26=0
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Dana jest prosta o rownaniu —x + y + 6 = 0. Pod jakim katem jest ona nachylona do
osi OX?

Rozwigzanie:

Przeksztal¢my réwnanie ogélnej prostej do postaci kierunkowej:

—-x+y+6=0
y=x—-6
Wspotczynnik kierunkowy a = 1, wiec 1 = tga. a=tga
Z tabeli odczytujemy warto$¢ kata: 30° 45° 60°
a = 45° . 1 J2 J3
sin o 5 — —
Odp.: Prosta jest nachylona pod katem 45°. 2 2
V3| V2 1
cos o — — -
2 2 2
3
wo | T | @D |

Punkty A(-2, —4), B(4,8), C(k, —6) leza na jednej prostej. Wyznacz warto$¢ parame-
tru k.

Rozwiazanie:

Zacznijmy od wyznaczenia réwnania prostej, przez ktérg przechodza punkty
A(=2,-4) i B(4, 8).
Obliczmy wsp6tczynnik kierunkowy prostej AB:

a= Yo =N
Xy — %
8—(—4) 12 A-2,-4)  B43)
i ) . FE
4 _(_2) 6 LA 5,
Podstawiamy wyliczony wspétczynnik kierunkowy do wzoru:
y=ax+b
y=2x+b
Podstawiamy punkt A:
A —9.(_ Aby wyliczy¢ wspdtczynnik b, podstawiamy do
4=2 ( 2) +h wzoru wspdtrzedne punktu A lub punktu B.
~4=-4+b

~4+4=>b
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Zatem réwnanie okregu ma postaé:

(x+5)2+()/—5)2=16 10+

NOBs N

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
-9t

3) Réwnanie okregu symetrycznego wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych:
— promien okregu sie nie zmienia;
— $rodek okregu symetryczny wzgledem osi ma wspétrzedne (-5, -5).

Zatem réwnanie okregu ma postaé:

(x+5)+(y+5)?*=16

Rozwiaz ukiad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna.

(x+3)° +9y* =25
4x+2y—-8=0

Rozwigzanie:

(x+3)°+y*=25
4x+2y—-8=0

Wyznaczamy zmienng y z drugiego réwnania.
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Dzielimy drugie réwnanie przez 2.

(x+3)*+9y* =25
2y=—4x+8 /:2

Podstawiamy y do pierwszego réwnania.

{(x+ 3 +9° =25

y=-2x+4

2 2 _
(x+3)*+ (-2x +4)*=25 Wykorzystujemy wzor na kwadrat sumy:

2 _ 2 _ (a+b)=a’+2ab+b*
(¥ +3)°+ (4-2x)° =25 oraz kwadrat réznicy:

(a-b)=a’-2ab+ b

x2+6x+9+ 16 — 16x + 4x> = 25 Redukujemy wyrazy podobne.
5% —10x =0 Wytaczamy wspdlny czynnik przed nawias.
5x(x—2)=0

Wyrazenie to bedzie réwne 0, gdy 5x = 0 lub x — 2 = 0. Zatem:
x=0lubx =2

Wréc¢my do naszego podstawienia i obliczmy warto$¢ y:

x=0 1ub x=2
y=-2-0+4=4 = |y=-22+4=0

Interpretacja geometryczna:

N




Rozdziat IV
Statystyka

SREDNIA ARYTMETYCZNA, MEDIANA, DOMINANTA

Jak pamietasz ze szkoly podstawowej, statystyka to nauka zajmujaca si¢ opisywa-
niem i analiza danych uzyskanych podczas badan statystycznych. Ze statystyka
spotykasz si¢ na co dzien — opieraja si¢ na niej np. badania opinii publicznej, roz-
nego rodzaju raporty dotyczace zainteresowan, pogladéw, zachowan i sposobu
zycia okreslonych grup ludzi. Tabele z danymi statystycznymi widujesz w pod-
reczniku do geografii, biologii, historii. Statystyka udziela odpowiedzi na pytania
w rodzaju: Ile procent polskich par ma troje dzieci? Jaka czes¢ Polakéw chodzi do
teatru? Ktore miejsce w swiatowych zbiorach mandarynek zajmuje Brazylia? Jak
wiele 0s6b zgadza sie z pogladem, ze... itp. Do przedstawiania danych statystycz-
nych oprdcz tabel stuza tez rozmaite typy wykreséw i diagramoéw.

Przy wyciaganiu wnioskéw z danych statystycznych postugujemy sie kilkoma waz-
nymi pojeciami.

Srednia arytmetyczna (inaczej: $rednia lub przecietna) z # liczb: K dla
n > 1 nazywamy liczbe:

x %, +...+x,
n

X = X — ozn. $rednig arytmetyczn.
Srednia arytmetyczna wazong z wartosci: X, X,y ..oy X, ktérym odpowiadaja wagi
1y, My ..., 1, gdzie k € N nazywamy liczbe:
XM Xy Myt x T,
noAn,+...+n

X =



90 Statystyka

Diagram przedstawia liczbe przedsiebiorstw w pewnej gminie, ptacacych podatek
roczny w okreslonej wysokosci. Oblicz:
a) $rednia stawke podatku rocznego przypadajacego na przedsiebiorstwa z tego
zestawienia,
b) podatek dominujacy,
c) wysoko$¢ podatku, ktérego nie przekracza polowa przedsiebiorstw.

14
12

é 10

=

2

-8

Ry

g6

5

54

2]

Q-2

.2

-0

50 100 © 150 . 200 . 250
wysokos$¢ stawki w tys. zlotych

Rozwiazanie:
Ad a) Z diagramu wynika, ze wszystkich Obliczamy Srednia arytmetyczng wazong.

przedsigbiorstw jest 32 — dodajemy liczby przedsiebiorstw ptacacych kazda
stawke. Uwaga! Liczba przedsiebiorstw nie jest najwyzsza liczba na pionowej
osi diagramu.

Zatem:
7= 4.-50000+ 6-10000 + 2-150000 + 8-200000 + 12 - 250000 _
32
200000 + 600000 + 300000 + 1600000 + 3000000 5700000
= 3 = 3 =178125

Odp.: Srednia wysokos¢ podatku wynosi 178 125 zt.

Dominanty jest podatek w wysokosci 250 tys. zh,
Adb) gdyz powtarza sie on najczesciej (12 sposréd 32 firm
ptaci taki podatek).
Odp.: Podatek dominujacy wynosi 250 tys. zt.

Ad c¢) Podatek, ktérego nie przekracza polowa n=32jest liczbg parzysta, wiec:

przedsiebiorstw, jest mediana. Liczba war- Tprld

tosci jest liczba przedsiebiorstw, czyli 32. m=——

il

~|=
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Zatem:
_ X T Xy : o L
m, = T Z wykresu odczytujemy, ze pierwsze 4 wartosci to
podatek w wysokosci 50 tys. zt, nastepne kolejne
Skoro x . = 200000 i x,, = 200000 6 wartosci (. do x,) to podatek w wysokosci 100 tys.
, x, = x,=1501tys. zt, wartosci od x , do x, wyno-
m = M =200000 523 200 tys. zt, natomiast od x,, do x,, po 250 tys. zt.

e

Odp.: Podatek, ktérego nie przekroczyla potowa firm, wynosi 200 000 z1.

ZADANIE 8

W pewnej klasie liczacej 20 uczniéw zebrano dane dotyczace liczby godzin spedza-
nych dziennie, przez pojedynczego ucznia, przed komputerem. Uzyskano nastepu-
jace dane (w godzinach):

[3]3,5/4,5]4,5]55|4|3]4]45]1,5[35]4]2]2]1,5/35]4]3][3,5]4]

a) Uporzadkuj dane i przedstaw je w postaci histogramu liczebnosci.

b) Wyznacz $rednia arytmetyczng i mediane liczby godzin spedzonych przez
uczniéw przed komputerem.

¢) Zbuduyj szereg rozdzielczy i oblicz $rednia wazona.

d) Dane przedstaw w postaci diagramu kotowego.

e) Wyznacz wariancje i $rednie odchylenie standardowe.

Rozwiazanie:

Ad a) Dane uporzadkowane w kolejnosci od najnizszego do najwyzszego wyniku:

4,514,5

l15]1,5]2]2]3]3]|3]35]|3,5[35[35|4[4]4]4]4 4,5]5,5]

Histogram liczebno$ci to rodzaj diagramu  Sjedem réznych odpowiedzi, czyli histogram bedzie

stupkowego, ktéry przedstawia, jak cze- ~ miecsiedem,prostokatow". Dane zaznaczamy na osi

sto w badaniu pojawia sie dana cecha. Poziome;

Aby narysowa¢ histogram do tego zada-

nia, musisz najpierw wiedzie¢, jak czesto  Czstotliwos¢ wystepowania danych zaznaczamy na

uczniowie podawali dana liczbe godzin. — 95 pionowej. Przyjmujemy skale od 1 do 5 (nie ma
. . wyniku 6, dla czytelnosci mozna go zaznaczyc).

A zatem rozpisujemy, dla czytelnosci naj-

lepiej w tabeli:

Podana liczba godzin | 1,5 2 3 3,5 4 4,5 | 5,5
Ile razy wystapita 2 2 3 4 5 3 1

Teraz mozemy juz narysowac wykres.



92 Statystyka

N W

ile razy wystapila

1,5 2 3 3,5 4 4,5 5,5
podana liczba godzin

Ad b) Srednia arytmetyczna:
e 1,5+1,5+2+2+3+3+3+3,5+3,5+3,5+3,5+4+4+4+4+

20
+4+4,5+4,5+4,5+5,5
=3,45
20
) 3,5+3,5 Liczba danych jest parzysta (20 wynikow), mediane
Mediana = T =3,5 wyliczamy z dwdch srodkowych (czyli dziesiatego

i jedenastego).

Ad c) Szereg rozdzielczy.
Szereg rozdzielczy to tabela prezentujaca dane statystyczne. S one przedsta-
wione w taki sposéb, ze dzieli sie je na pewne kategorie, a nastepnie umieszcza
w tabeli informacje, ile wynikéw uzyskano w obrebie kazdej kategorii i jakie to
byly wyniki. W ponizszej tabeli znajdziesz wyniki podzielone na klasy wedlug
liczby godzin (przedziaty od 0 do 1 godziny, od 1 do 2 godzin itd.), konkretne
wyniki w danym przedziale oraz ich liczbe.

Klasa (liczba Dane (uzyskane w tej Liczebno$¢
godzin) klasie wyniki) (liczba wynikéw)
0,1) [brak wynikéw] 0
1,2) 1,5;1,5 2
(2,3) 2;2 2
(3,4) 3;3;3;3,5;3,5;3,5;3,5 7
(4,5) 4;4;4;4;4;4,5;4,5;4,5 8
(5, 6) 5,5 1

2-1,5+2-2+3-3+4-3,5+5-4+3-4,5+1-5,5 _

20
3+4+9+14+20+13,5+55 6
= L 3,45
20 20
Zwré¢ uwage, ze tak liczona $rednia wazona to dokladnie $rednia arytme-

tyczna z punktu b).

Srednia wazona =
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Ad d) Diagram kotowy.
Diagram kotowy przedstawia procentowy udziat kazdego wyniku w catosci
wynikéw. Aby go przygotowaé, musisz najpierw sprawdzic, jaka jest czesto$é
kazdego wyniku, a potem zamieni¢ uzyskany utamek na procenty. Dla utatwie-
nia rozpiszmy to w tabeli.

Liczba godzin Liczebno$¢ Czestosé Czestos¢ w %
1,5 2 % 10%
2 2 - 10%
3 3 o 15%
3,5 4 % 20%
4 5 % 25%
4,5 3 2—30 15%
5,5 1 L 5%
20

*****************************************************

Lo E,Llczbagodzms Prdzan)&ch przezuczma oot
b w ciagu s dma przed komputerem b

Ad e) Wariancja:

2-(1,5-3,45)" +2-(2-3,45)" +3-(3-3,45)" +4-(3,5-3,45) +
20
+5-(4—3,45)" +3-(4,5-3,45) +(5,5—3,45)’
20

Srednie odchylenie standardowe = /1,0725 =1,04..

=1,0725
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