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Wstep

Drogi Uczniu!

Trzymasz w rece druga cze$¢ serii Korepetycje matematyka — liceum, przezna-
czong dla uczniéw klasy drugiej. Jesli korzystale$ z czesci pierwszej, to na pewno
wiesz juz, jak prosta i skuteczna jest nauka matematyki dzieki tej serii, a jezeli to
Twoje pierwsze zetkniecie z nig, to goraco Ci ja polecamy. Ta ksiazka w pelni zastapi
kosztowne korepetycje!

W ksiazce znajdziesz pie¢ dziatéw: Funkcja kwadratowa; Planimetria; Wie-
lomiany; Funkcja wymierna; Trygonometria. W kazdym z nich zamieszczono
dokladnie wytlumaczone zagadnienia teoretyczne wraz z objasnieniami i przykta-
dami, dzieki ktérym kazde zagadnienie fatwo mozna zrozumieé. Wszystkie zadania
w ksigzce sa rozwiazane krok po kroku, a rozwiazania opatrzono komentarzami,
dzieki ktérym mozesz przesledzi¢ tok rozumowania i nauczy¢ sie, jak takie zadania
rozwigzywac.

Dodatkowo publikacja jest przemyslana graficznie, czytelna i przejrzysta, dzieki
czemu pracuje sie z nig szybko i przyjemnie.

Druga cze$¢ zupelnie nowej odstony serii Korepetycje matematyka — liceum to
publikacja zgodna z aktualna podstawa programowa i zawierajaca caly wymagany
material.

Zyczymy Ci wiec samych sukceséw na lekcjach matematyki — i nie mamy wat-
pliwosci, ze korzystajac z naszych Korepetycji, na pewno je osiagniesz!

Autorka
i Wydawnictwo GREG



Rozdziat I
Funkcja kwadratowa

POSTAC OGOLNA, ILOCZYNOWA
I KANONICZNA FUNKCJI KWADRATOWE]

Tréjmianem kwadratowym w postaci ogélnej nazywamy funkcje:

y = ax® + bx +c, gdziea#0ib,c e R
np..y=-5x*+6x—-2 a=-5b=6c=-2
y=x>-1 a=1,b=0,c=-1
y=2x+x a=2,b=1,c=0

y:—%x2 a:—%,b:O,c:O

Scharakteryzujmy funkcje kwadratowg y = ax?.

Wykresem funkcji kwadratowej y = ax? a # 0 jest parabola o wierzchotku w punk-
cie (0,0).

Jezeli a > 0, to ramiona paraboli Jezeli a < 0, to ramiona paraboli sa
skierowane sg ku gorze. zawsze skierowane w dét.
Y Y
0 X




8 Funkcja kwadratowa

Rozchylenie ramion jest tym wieksze, im mniejsza jest wartosc |a.
Pamietajmy, ze wykres funkcji y = ax?jest symetryczny wzgledem osi OY.

Aby otrzymac funkcje y = ax* + bx +c, nalezy funkcje y = ax* przesunaé¢ wzdluz osi
OX o p jednostek i wzdluz osi OY o g jednostek, gdzie

b A
=——,g=——,A=b*>—dac.
P 2a 1 4a

Wykresem funkcji y = ax® + bx + ¢ jest parabola przystajaca do paraboli y = ax™

b
Osia symetrii paraboli jest prosta x = o za$ punkt przeciecia z osia OY to (0, ¢).
a

Wyrazenie A = b*> — 4ac nazywamy wyréznikiem tréjmianu kwadratowego, np.:

y=-5x+6x—2

a=-5
b=6
c=-2
Wéwczas:

A=(6)>—4-(-5)-(-2) =36 —40 = —4.

Postac¢ kanoniczna tréjmianu y = ax* + bx + ¢, a # 0 to:

=a ac+i 2 Y
‘ 2a da
Czyli:y = a(x —p)* +¢q

Wykresem funkcji kwadratowej y = ax® + bx + ¢, a # 0 jest parabola, ktdrej wierz-
cholek ma wspéirzedne:

UWAGA!

Z postaci kanonicznej funkcji kwadratowej mozemy odczyta¢ wierzchotek para-
boli. Jak juz méwiliémy, wierzchotkiem paraboli y = ax* jest punkt (0,0). Zwrd¢
uwage, ze x, iy, pokrywaja si¢ z wielko$ciami p i g definiowanymi wczesnie;j.

Miejsca zerowe paraboli nazywamy pierwiastkami.
Jezeli A > 0, to tréjmian y = ax® + bx + ¢, (a # 0) ma dwa pierwiastki:

_—b-+A ) _—b+/A

2a > 2a

1



Posta¢ ogodlna, iloczynowa i kanoniczna funkcji kwadratowej 9

Jezeli A = 0, to tréjmian y = ax® + bx + ¢, (a # 0) ma jeden pierwiastek (podwojny):

b
xl’z = z

Jezeli A < 0, to tréjmian y = ax® + bx + ¢, (a # 0) nie ma pierwiastkéw.
Postac iloczynowa tréjmianu y = ax? + bx + ¢, (a # 0i A > 0) dana jest wzorem

y=alx —x)(x —x,).

Zapamietaj nastepujace przypadki zwigzane z funkcja kwadratowa, zilustrowane
ponizej:

PRZYKLAD 1
450 Parabola nie przecina osi 0X, co jest rownoznaczne
Y A<0 z tym, Ze nie ma miejsc zerowych (trdjmian nie ma
(brak pierwiastkéw) pierwiastkow).

B

a<0
A<O
(brak pierwiastkéw)

21

Parabola ma jeden punkt wspélny z osig X, co

Y jest réwnoznaczne z tym, ze ma jedno miejsce
zerowe — podwajne (trojmian ma jeden pierwiastek
podwajny).

a>0 a>0
A=0 A=0
0 X
a<0 a<0
A=0 A=0




10 Funkcja kwadratowa

Parabola przecina o5 OX w dwdch punktach, co jest
rownoznaczne z tym, ze ma dwa miejsca zerowe
(tréjmian ma dwa pierwiastki).

<

a>0

A>0 /\

\./ 0 X
a<0
A0

Sprowadz do postaci kanonicznej funkcje kwadratowa dang w postaci ogdlnej
fx) =—x*+5x 7.

Rozwigzanie:

a:—l,b=5,C=—7

S@)=a(e-p) va i e e v
p= __b — __5 =25 postac kanoniczna.
2a -2
A=b"-4ac=25-28=-3
A 3 3
"% a2
f (x) = _(x - 2,5)2 -0,75 Postac kanoniczna.

Sprowadz do postaci ogélnej funkcje kwadratowa dang w postaci kanonicznej

1
f(x)zg(x—2)2—10.
Rozwiazanie:
f (x) = % . (xz —4x+ 4) —-10= Nalezy uporzadkowac tréjmian.
1, 1,
=—x"—2x+2-10=—x"-2x—-8
2 2

f(x)= %xz —2x-8 Postac ogdIna.



Postac ogdlna, iloczynowa i kanoniczna funkcji kwadratowej

Dany tréjmian kwadratowy f(x)= —%(x —3)’ +3 sprowadz do postaci iloczynowej.

Rozwigzanie:

f(")z_l'[(x_3)2—9]=—%-[(x—3—3)~(x—3+3)]=

3
_ l (x _ 6) x Jednym ze sposobow rozwiazania zadania jest wyko-
- 3 rzystanie wzoréw skréconego mnozenia.

1 ,
f(x)= _g X (x - 6) Postaciloczynowa.

ZADANIE 4

Dana jest funkcja kwadratowa w postaci iloczynowej f (x) = 2(x + 1) - (x + 5). Podaj jej
posta¢ kanoniczna.

Rozwiazanie:

f(x) —9. (xz T 6x+ 5) —24> +12x+10 Najpn'arw zamieniamy dana posta’c na og.ol.nq, ana-
stepnie obliczamy potrzebne wspdtczynniki.

_b_-12_
P 2a 4
A=b*—4ac=144-80=64
-A  -64
:—:—:—8
1 4a 8
f(x)=2 (x + 3)2 -8 Postac kanoniczna.

Uwaga! Pamietajmy, ze p i g to wspoétrzedne wierzchotka paraboli. Dlatego g = f(p),
czylig =2 - (-3 + 1)(-3 + 5) = —8. Mozesz wybra¢, ktéra metoda liczenia wydaje sie
wygodniejsza.

Dana jest funkcja kwadratowa f(x) = 2x> + bx + ¢. Miejscami zerowymi tej funkcji sa
liczby: x, = 3, x,=-1.
a) Wyznacz wspotczynniki b i c.

b) Podaj jej postac kanoniczna.
¢) Podaj postac iloczynowa tej funkcji.

11



12 Funkcja kwadratowa

Rozwiazanie:

Ada) [2:9+3b+¢=0
2-1-b+c=0
3b+c=-18

{czb—Z
3b+b-2=-18
{czb—Z
4b=-16
{c=b—2

b=—4
c=-6

Poniewaz dane liczby s miejscami zerowymi, zatem
wartos¢ funkgji dla tych argumentéw jest rowna
zero. Na tej podstawie uktadamy uktad réwnan i obli-
czamy wartosci szukanych wspétczynnikéw.

Oczywiscie podpunkt a) mozna byto rozwigza¢, przeksztalcajac postac iloczynowa

do postaci ogélnej, czyli wymnazajac te nawiasy.

Adb) f(x)=2x"—4x—6=2:(x"-2x)-6=
=2(x* -2x+1-1)-6=

=2 (x-1)"-1]-6=

=2(x-1) -2-6=2(x—1)" -8

Adc) f(x)=2(x+1)-(x-3)

Inajdujemy postac kanoniczna innym sposobem, niz
robilismy to dotychczas. Sposdb polega na uzupet-
nianiu do wzoru skrdconego mnozenia.

Postac iloczynowa. Wystarczy dane w tresci zadania
miejsca zerowe wstawic do wzoru na postac iloczy-
nowa.



Wartos¢ najwieksza i najmniejsza funkcji kwadratowej 13

WARTOSC NAJWIEKSZA I NAJMNIEJSZA
FUNKCJI KWADRATOWE]

Aby wyznaczy¢ najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkcji kwadratowej w jakims$
przedziale, warto narysowac jej wykres.

Niech f(x) = 2. Wykresem jest parabola. Wyznaczmy jej wartos¢ najwieksza i war-
to$¢ najmniejsza w przedziale (-2, 3).

7 min 0

= =9
w przedziale (-2, 3)

ymax
w przedziale (-2, 3)

e +
-4 -3 -2 -10
=1

=2

Z powyzszego rysunku wida¢, ze w przedziale (-2, 3) warto$¢ najwieksza jest dla
argumentu x = 3 i wynosi 9, a warto$¢ najmniejsza dla x = 0 i wynosi 0, czyli jest to
wierzcholek paraboli.

Mozemy zapisac to nastepujaco:

Vonax =S (3) =9

Yinin :f(O) =0



14 Funkcja kwadratowa

PRZYKLAD 1

Rozwazmy przedzial (2, 4). Przeanalizujmy wykres:

=16

B e — ymin:4

w przedziale (2,4)

-8 6 -4 20
=2

-4

Zatem wida¢, ze w przedziale (2,4) warto$¢ najwieksza jest dla argumentu x = 4
i wynosi 16, a warto$¢ najmniejsza dla x = 2 i wynosi 4.

Mozemy zapisac to nastepujaco:
Vmax = (4) = 16
ymin :f(z) = 4

Jak obliczy¢ warto$¢ najwieksza i najmniejsza bez rysunku?

Wykonujemy trzy kroki:

Krok 1: Wyznaczamy wierzchotek paraboli i sprawdzamy, czy x nalezy do danego
przedziatu. Jesli tak, bierzemy go pod uwage w analizie, jesli nie — pomijamy.
Krok 2: Obliczamy wartos$¢ funkcji na kranicach przedziatu.

Krok 3: Dokonujemy wyboru, ktéra wartos$c jest najmniejsza, a ktéra najwieksza.

PRZYKLAD 2

Znajdzmy teraz warto$¢ najwieksza i najmniejsza funkcji
f(x) = (x — 2)* + 2 w przedziale (-4, 3).

Funkcja jest przedstawiona w postaci
Krok 1. Wierzchotek paraboli ma wspétrzedne (2, 2), kanonicznej, wiec tatwo odczytac wspét-

wiec x nalezy do rozpatrywanego przedziatu. rzedne wierzchotka wykresu funkdji.



Rozdziat I1
Planimetria

CZWOROKATY

Wielokat, ktory ma cztery boki, nazywa si¢ czworokatem.
Suma miar katéw wewnetrznych czworokata wynosi 360°.

TRAPEZ

Trapez — to taki czworokat, ktéry ma co najmniej jedna pare bokéw réwnole-
glych.

podstawa goérna

ramie —> <+ ramie

T

podstawa dolna

(B \BA

B o o
trapez prostokatny trapez réwnoramienny
(ma co najmniej 1 kat prosty) (ramiona sa réwnej dlugosci)

W trapezie rownoramiennym katy przy podstawie sa réwne.



44 Planimetria

W trapezie prostokatnym dluzsza podstawa ma dlugos$¢ 8 cm. Oblicz pole tego tra-
pezu, jesli wiadomo, ze kroétsza przekatna podzielita go na tréjkat réwnoboczny i pro-
stokatny.

Rozwiazanie:
b
7
Dtuzsza podstawa to jeden z bokow trojkata rowno-
I 8 8 bocznego, zatem wiemy, ze wszystkie jego boki maja

8 cm dhugosci.

8

Zauwaz, ze wysoko$¢ trapezu prostokatnego jest réwna wysokosci tréjkata réwno-
bocznego:

Wz6r na wysokosc tréjkata réwnobocznego:

h=%=4\/§ h—ﬂ
2 )

Zauwaz, ze powstaly trdjkat prostokatny ma katy miary 30°, 60°, 90°.

Dlatego, ze w tréjkacie rownobocznym miary katéw
s rowne i wynosza 60°.

Kat rozwarty trapezu ma miare 120°. Zatem 120° — 60° = 60°.
Przypomnijmy zaleznosci pomiedzy bokami w tréjkacie prostokatnym o katach 30°,
60°, 90°.

W naszym przypadku

2a a\/§




Rozdziat III
Wielomiany

INFORMACJE O WIELOMIANACH

Jednomianem zmiennej rzeczywistej nazywamy funkcje y = ax”, gdzie a € R,
n e N.

Liczbe a nazywamy wspélczynnikiem jednomianu.

Jeslia = 0, to n nazywamy stopniem jednomianu.

/N

wsp6lczynnik stopien
jednomianu  jednomianu

Na przyktad: y = —6x2, y = 10x°.
Funkcja y = a, gdzie a = 0, jest jednomianem stopnia 0.
Funkcja stata y = 0 jest jednomianem, ktérego stopnia nie okreslamy.

Sume dwdch jednomiandw réznych stopni nazywamy dwumianem.
PRZYKLAD 1
y =2x* - 5x dwumian trzeciego stopnia

y=x"+x° dwumian sidédmego stopnia
y =x*—3x* dwumian szdstego stopnia

Nazwa pochodzi od tego wyrazu wielomianu, ktory
ma najwyzszy stopien, niezaleznie od jego pozycji.

Sume trzech jednomianéw réznych stopni nazywamy tréjmianem.
Sume trzech jednomianéw stopnia 0, 1 i 2 nazywamy tréjmianem kwadratowym.



80 Wielomiany

Wyznacz sume i r6znice wielomiandw:
Wix) = -2x*-51V(x) =4a® - 3x + 1
Rozwiazanie:

W) + Vix) = —2x*=5+40*-3x + 1 Redukujemy wyrazy podobne.

W(x) n V(x) —4o® — 2% — 3x — 4 U.stawia'm'y. wy.razy wielomianu od najwyzszej pote-
gi do najnizszej.

Wi(x) — Vix) = 22 -5 - (4a® - 3x + 1) =

=-2x>=-5-4x*+3x -1 Redukujemy wyrazy podobne.

W(x) — V(%) = —4a® — 262 + 3x — 6 Uﬁawmmx wyrazy wielomianu od najwyzszej pote-
gi do najnizszej.

Wyznacz iloczyn wielomianéw Wi V. Podaj wspélczynnik przy najwyzszej potedze
oraz wyraz wolny otrzymanego wielomianu:

Wi(x) =2x* + 1, V(x) = -3x* - 3

Rozwigzanie:

. _ 2 _Qad Mnozymy kazdy wyraz pierwszego nawiasu przez
W(x) V(x) (Zx * 1) ( Bx 3) kazdy wyraz drugiego nawiasu. Pamietaj o znakach.
Wi(x) - V(x) = —=6x° — 6x% — 3x* - 3
W(x) - V(x) = —6x5 — 3x* — 61> — 3 Ustawiamy wyrazy wielomianu od najwyzszej pote-

gi do najnizszej.
Odp.: Wspétczynnik przy najwyzszej potedze wynosi —6, a wyrazem wolnym jest
liczba -3.

ZADANIE 4

Wyznacz wspétczynniki a, b, ¢, wiedzac, ze W(x) =&° + ax® + bx + ¢, W(-1) =1, W(0) = 1,
W(1) = —1. Zapisz ten wielomian.
Rozwigzanie:
Skoro dla wielomianu W(x) zachodza warunki: W(-1) = 1, W(0) = 1, W(1) = -1, to
mozemy zapisa¢ nastepujacy ukfad réwnan:

1=(-1) +a(-1* +b(-1)+c

1=c

—-1=1+a+b+c



Rozdziat IV
Funkcja wymierna

WYRAZENIA WYMIERNE

Funkcja wymierna nazywamy funkcje F (x)=%, gdzie W(x) i P(x) sa wielo-
X

mianami i P(x) # 0.

W (x)

P(x)

Réwnaniem wymiernym nazywamy réwnanie postaci =0, gdzie W(x)
i P(x) oznaczaja wielomiany oraz P(x) # 0.

Przy rozwigzywaniu tego typu rownan pamietaj o dziedzinie!

Wyznacz dziedzine i upro$¢ wyrazenia:
x -1

x+x—2

(x=5)(x+4) x+4

%" —10x+25 x+5

b)

Rozwiazanie:

Ad a) Aby wyznaczy¢ dziedzing, musimy zadba¢, aby mianownik byt rézny od zera
(pamietaj, ze nie dzielimy przez 0).

x*+x-2=20



100 Funkcja wymierna

Obliczmy zatem pierwiastki tego réwnania:
A =b*-4ac
A=1*-4-1-(-2)=1+8=9

Ja=\9=3

~b—+/A —b++/A
X, = , X, =

! 2a 2 2a
1-3 -2
1_—:—:—1
2 2
1+3 4
S :—:—:2
2 2

Zatem D = R\ {-1,2}.

Aby uproscié¢ to wyrazenie, zapiszmy mianownik
w postaci iloczynowej, licznik natomiast roz-
bijmy, wykorzystujac réznice kwadratéw.

-1 (=D x-1
X x-2 (AT (x-2) x-2

—_ =

N S o
o

Postac iloczynowa funkgji kwadratowej:
fo)=alx—x)x-x)

Réznica kwadratow:
a*—b’=(a-b)a+b)

Ad b) Zauwaz, ze przy dzieleniu dzielnik odwracamy, zatem zaréwno licznik, jak
i mianownik dzielnika musi by¢ r6zny od zera. Mianownik dzielnej oczywiscie

takze. Zatem:

x?—10x + 25 = 0, x+5=20

x+4=0,
Rozwiazujemy poszczegélne réwnania:
x*—10x+25=0

A=(-102-4-1-25=0

P

° 24
10

x0=7=5

x+4=0czylix=-4
x+5=0czylix=-5
Zatem dziedzina funkcji to D = R\ {-5, -4, 5}.

Aby uproscic to wyrazenie, zapiszmy mianownik
w postaci iloczynowej, dzielenie zamienimy na
mnozenie liczby odwrotnej:

(3-5) (344) x+5 _x+5
(x—5)* M_x—S

a=1
b=-10
=25

Postac iloczynowa funkgji kwadratowej, gdy A = 0:
f)=alx—x)



Rozdziat V
Trygonometria

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE
W TROJKACIE PROSTOKATNYM

Trygonometria jest dzialem matematyki, ktéry zajmuje sie zalezno$ciami mie-
dzy miarami katow wewnetrznych w tréjkatach a dlugoscia jego bokéw. Opie-
raja sie one na konkretnych zaleznosciach, ktére pozostaja niezmienne niezaleznie
od wielko$ci trojkata.

Trygonometria ma bardzo szerokie i powszechne zastosowanie praktyczne — na
niej opieraja sie pomiary na powierzchni naszej planety, wyznaczanie tras i obli-
czenia w zegludze, dzialanie GPS. Wykorzystywana jest tez w astronomii.

Podstawa trygonometrii sa funkcje trygonometryczne.

Sinusem kata ostrego o w tréjkacie prostokatnym nazywamy stosunek dlugo-
$ci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata oo do dlugosci przeciwprostokat-
nej.

. a
sinot=—
c
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Cosinusem kata ostrego o w tréjkacie prostokatnym nazywamy stosunek diu-
gosci przyprostokatnej przyleglej do kata o do dlugosci przeciwprostokatne;j.

b
cosoL=—
c

Tangensem kata ostrego o w tréjkacie prostokatnym nazywamy stosunek diu-
gosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata oo do diugosci przyprostokat-
nej przyleglej do kata a.

tgor=2
80770

Wartosci funkcji trygonometrycznych dla wybranych katéw

30° 45° 60°
. 1 V2 3
sin - —_— —_—
2 2 2
3 V2 1
Ccos O —_— —_— -
2 2 2
tg o ﬁ 1 J3
3
ctg o J3 1 ?

Wartos$ci funkcji trygonometrycznych mozemy takze odczytaé z tablic wartosci
funkcji trygonometrycznych. Mozesz je zawsze znalez¢ w swoim podreczniku do
matematyki oraz na sgsiedniej stronie.



Funkcje trygonometryczne w tréjkacie prostokatnym 111

sin o

sina

o [’] - tga B[] a[7] A tga B[]

0 0,0000 0,0000 90 46 0,7193 1,0355 44
1 0,0175 0,0175 89 47 0,7314 1,0724 43
2 0,0349 0,0349 88 48 0,7431 1,1160 42
3 0,0523 0,0524 87 49 0,7547 1,1504 41
4 0,0698 0,0699 86 50 0,7660 1,1918 40
5 0,0872 0,0875 85 51 0,7771 1,2349 39
6 0,1045 0,1051 84 52 0,7880 1,2799 38
7 0,1219 0,1228 83 53 0,7986 1,3270 37
8 0,1392 0,1405 82 54 0,8090 1,3764 36
9 0,1564 0,1584 81 55 0,8192 1,4281 35
10 0,1736 0,1763 80 56 0,8290 1,4826 34
11 0,1908 0,1944 79 57 0,8387 1,5399 33
12 0,2079 0,2126 78 58 0,8480 1,6003 32
13 0,2250 0,2309 77 59 0,8572 1,6643 31
14 0,2419 0,2493 76 60 0,8660 1,7321 30
15 0,2588 0,2679 75 61 0,8746 1,8040 29
16 0,2756 0,2867 74 62 0,8829 1,8807 28
17 0,2924 0,3057 73 63 0,8910 1,9626 27
18 0,3090 0,3249 72 64 0,8988 2,0503 26
19 0,3256 0,3443 71 65 0,9063 2,1445 25
20 0,3420 0,3640 70 66 0,9135 2,2460 24
21 0,3584 0,3839 69 67 0,9205 2,3559 23
22 0,3746 0,4040 68 68 0,9272 2,4751 22
23 0,3907 0,4245 67 69 0,9336 2,6051 21
24 0,4067 0,4452 66 70 0,9397 2,7475 20
25 0,4226 0,4663 65 71 0,9455 2,9042 19
26 0,4384 0,4877 64 72 0,9511 3,0777 18
27 0,4540 0,5095 63 73 0,9563 3,2709 17
28 0,4695 0,5317 62 74 0,9613 3,4874 16
29 0,4848 0,5543 61 75 0,9659 3,7321 15
30 0,5000 0,5774 60 76 0,9703 4,0108 14
31 0,5150 0,6009 59 77 0,9744 4,3315 13
32 0,5299 0,6249 58 78 0,9181 4,7046 12
33 0,5446 0,6494 57 79 0,9816 5,1446 11
34 0,5592 0,6745 56 80 0,9848 5,6716 10
35 0,5736 0,7002 55 81 0,9877 6,3138 9
36 0,5878 0,7265 54 82 0,9903 7,1154 8
37 0,6018 0,7536 53 83 0,9925 8,1443 7
38 0,6157 0,7813 52 84 0,9945 9,5144 6
39 0,6293 0,8098 51 85 0,9962 11,4301 5
40 0,6428 0,8391 50 86 0,9976 14,3007 4
41 0,6561 0,8693 49 87 0,9986 19,0811 3
42 0,6691 0,9004 48 88 0,9994 28,6363 2
43 0,6820 0,9325 47 89 0,9998 57,2900 1
44 0,6947 0,9657 46 90 1,000 — 0
45 0,7071 1,0000 45
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Jest jeszcze wiele innych wzoréw, ktére maja zastosowanie w trygonometrii. Dalej
znajdziesz kilka z nich, podane w postaci twierdzen.

TWIERDZENIE SINUSOW I COSINUSOW

A

N

Twierdzenie sinuséw brzmi: w dowolnym tréjkacie stosunek diugosci boku do
sinusa kata lezacego naprzeciw tego boku jest réwny $rednicy kola opisanego na
tym trdjkacie.

Inaczej (spojrz na rysunek powyzej):

“ __yr, Y —ap,° -op
sin o sin 3 sin 7y
albo:

a b ¢ _oR

sinoe sinf siny

Twierdzenie to stuzy do tzw. rozwigzywania trdéjkatéw, czyli znajdowania bokéw
i katow danych tréjkatow.

Rozwiaz tréjkat o katach o = 45°, B = 60° i boku ¢ = 10.

Rozwiazanie:

Rozwiaza¢ trdjkat to znaczy obliczy¢ dlugosci
wszystkich bokéw i miary wszystkich katéw.

Do rozwiazania tego zadania wykorzystamy twierdzenie sinuséw.



Twierdzenie sinusoéw i cosinusow 123

Skoro o = 45° 3 = 60°, to aby obliczy¢ miare kata v, wystarczy od sumy katéw trdjkata
odja¢ miary katéw o i B.

v = 180° — (45° + 60°) = 180° — 105° = 75° Suma katow wewnetrznych w tréjkacie wynosi 180°.
Teraz obliczmy dlugos¢ boku a:

a b c

- = = Twierdzenie sinusow.
sinot  sinf}  siny

a b
sin45° sin60° sin75°

Podzielmy te réwnosci na dwie czesci:

a 10 ; b 10
sin45° sin75° sin60° sin75°

stopnie 0° 10°
Z tablic odczytujemy wartos¢ sin 75° 45 | 0,7071 | 0,7092
i podstawiamy do réwnania: 46 | 07193 | 0,7214
da 10 47 | 0,7314 | 0,7333

i 48 0,7431 | 0,7451
Q 0,9659 49 0,7547 | 0,7566

2 50 | 0,7660 | 0,7679
51 | 0,7771 | 0,7790

30° 45° 60° 52 0,7880 | 0,7898
53 | 0,7986 | 0,8004
L | BY| B

sin o L 54 | 0,8090 | 0,8107
2 2 2 55 | 0,8192 | 0,8208
56 | 0,8290 | 0,8307
Warto$¢ sin 45° tez mozemy odczytac z tablic: 57 | 0,8387 | 0,8403
- 58 | 0,8480 | 0,8496
a (] s o tga B[] 59 | 0,8572 | 0,8587

cos 8 4 4
44 0,6947 0,9657 46 60 | 0,8660 | 0,8675
45 0,7071 1,0000 45 61 | 08746 | 0,8760
62 | 08829 | 0,8843
Zatem: 63 | 08910 | 0,8923
4 10 64 | 0,8988 | 0,9001

65 0,9063 | 0,9075
66 0,9135 | 0,9147

0,7071  0,9659

4~732 67 | 09205 [ 09216
68 | 09572 [ 09283

Analogicznie: 69 | 0,9336 | 09346
b 10 70 [ 09397 | 0,9407

— = 71| 09455 | 0,9465
V30,9659 72| 09511 | 0,9520

2 73| 09563 | 0,9572

b 10 \ 74 | 09613 [ 09621

- V75 109659 | 09667
0,8660 0,9659 76 | 0,9703 | 0,9710
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